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“bacalah dengan (menyebut) nama Tuhanmu yang menciptakan. Dia mengajarkan manusia 

Tak ada yang dapat merubahmu kecuali kemauanmu, gerakmu, dan takdirmu 

Ragu di 

Kasih sayangMu ya Rabbi, begitu kental dan masih terekam jelas di ingatan

“bacalah dengan (menyebut) nama Tuhanmu yang menciptakan. Dia mengajarkan manusia apa yang tidak diketahuinya”
dan 5)

Tak ada yang dapat merubahmu kecuali kemauanmu, gerakmu, dan takdirmu 

(tausiyah seorang sahabat)

Kuingat Engkau saat malam kian gelap

Tak ada hasrat untuk lelap dalam nyenyak

Pikiran dan hati hanya tertuju padaMu

Kaulah yang paling mengerti dan setia menolongku

Kuakui, diri ini tak sekali dua kali mengabaikanMu

Terlalu gampang tergoda pesona dunia

Lelah diri mengejar ambisi

Lemah lunglai saat raga tak lagi mengijini

Berkali-kali aku terjatuh, lemah

Hingga hampir hilang arah, menyerah, dan mengaku kalah

Aku tak lebih dari seonggok daging yang tak berdaya

Ketika kukembalikan diri pada Kau, pemilik jiwa dan raga

Kurenungi nasib yang kian terluka

Kau beri aku kekuatan tuk bangkit dan berani melawan cobaan

Ragu di awal tapi semangat dan nikmat berlimpah yang akhirnya Kau berikan

Kasih sayangMu ya Rabbi, begitu kental dan masih terekam jelas di ingatan

Tiada hari tanpa syukur yang selalu kuhaturkan

Kaulah sandaran hati

Tak ada alasan untuk tidak menta’ati

Hidup dan mati kuserahkan pada Kau pemilik hati ini

Dengan cintaMu, karena kasih sayangMu

Kupersembahkan secuil karya ini

Buat kedua orang tuaku dan keluargaku tercinta
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apa yang tidak diketahuinya” (QS 96:1 

Tak ada yang dapat merubahmu kecuali kemauanmu, gerakmu, dan takdirmu 
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Untuk Mama yang pernah menangis karena melihat tangis vath, yang bibirnya tak pernah berhenti untuk 

mendo’akan vath, yang ucapan selamatnya membuat vath begitu terharu hari itu

Untuk Papa yang mengerti galau hati vath, yang selalu memberi support dan semangat, yang setia 

menemani malam-malam vath saat larut menyapa tapi semangat kian membara

Untuk kakanda Mahdhivan Syafwan, S.Si yang telah melahirkan semangat-semangat baru ketika 

masalah tak henti menyapa saat itu. Uda yang setia memberi pemahaman pada vath. Luarrr biasa !!! 

Semangat S3 nyo yo da. Capek pulang. Vath taragak jo uda, uni dan khaliv. 

Untuk kakanda Havid Syafwan, S.Si yang setia menemani dan memudahkan langkah dan keperluan 

vath. Nasehat-nasehat uda sebelum vath seminar dan sidang memberi keteduhan dan ketenangan. 

Semangat S2 nyo yo udaku. Maaf da, vath agak  monopoli makai notebook, hehe…

Untuk almarhumah nenekku tercinta, yang tersenyum saat mendengar kabar gembira dari vath. Maafkan 

vath karena ga sempat menggores kenangan untuk bertoga bersama. Nenek adalah sosok manusia paling 

baik yang pernah vath jumpa. Semoga nenek tenang di sana. Berharap kita bisa bertemu nanti di 

JannahNya. Aamiin..

Untuk sanakku Vivi, sepupuku yang senasib dan sepenanggungan denganku. Teman berbagi cerita suka 

dan duka nyusun TA. Hehe…

Dan seluruh keluarga hati vath,, terima kasih banyak atas do’a, support, dan nasehat-nasehatnya.

“maka sesungguhnya bersama kesulitan itu ada kemudahan, sesungguhnya bersama kesulitan ada kemudahan” 

(QS 94:5-6)

Dengan cinta dan hormat yang teramat, vath persembahkan dengan setulus hati, rasa terima kasih ini

Ibu Nova Noliza Bakar, M.Si, PA sekaligus pembimbing awal vath. Makasih banyak atas bimbingan, 

masukan, dan nasehat Ibu selama ini. Maaf kalo vath sering bikin Ibu kesal.

Bapak Efendi, M.Si, pembimbing I vath. Makasih banyak atas kebaikan Bapak yang telah memberi vath 

jalan untuk melangkah ke depan melanjutkan kerja keras ini. makasih atas bimbingan Bapak hingga 

akhirnya vath bisa selesai juga. 

Bapak Narwen, M.Si, pembimbing II vath. Makasih banyak atas kemudahan yang telah Bapak berikan. 

Bapak selalu mengusahakan untuk membuat yang sulit jadi mudah. Semua terasa simple. Hidup ga perlu 

dipersulit ya Pak. Hehe…

Dan penghargaan tak terhingga tuk para dosen dan karyawan di jurusan Math. Afwan ga disebutin satu 

persatu. Makasih buat ilmunya, ceritanya, insyaAllah jadi ibadah.

Untuk sahabat-sahabat matematika 2006

Ira yang telah ngasih masukan dan semangat buat vath (ayo buk!! Rebut gelar “Dr” nya segera). Ice yang 

rada keras tapi jadi semangat buat vath koq.hehe…  Opi,, semangat ! Jangan nyerah. Pi pasti bisa. Amel, 

windeha yoyo, adek,, ayooo,, sama-sama berjuang. InsyaAllah kita bareng wisudanya. Yanti, makasih ya 

atas do’a dan dukungannya. Isna,, semangat ya. Jangan sakit-sakit lagi. Ok !! amak ambo Rifaatul,, baa 



kaba?? Semangat juga buat Irfan, Yogi, Akhir, ayo… kamu pasti bisa !

!! makasih atas semua bantuannya pak. Buat piu,, kawan 

Usuik. Mokasih banyak untuak sadonyo yo suik. Semangat suikk. Kita kembagkan IQRA’ . Hehe… 

dan yang lainnya yang tak ter

Teman-teman semua adalah teman

dalamnya. Jadi pembelajaran buat vath tentunya. Terima kasih atas jalinan ukhuwah kita selama ini.

Emelda dan Ii syukran udah nungguin vath sidang. Jadi terharu. Untuk Ipat kimia, Ewi, Desfi, Anggi, 

Yusni, Riani, Edo, Padil, Daud, dan yang lainnya

semua adalah anugrah terindah yang pernah vath punya.

Untuk sahaba

Kembar Eni-Ida, Nanda, Eca, Riri, syukran atas do’a dan supportnya. Semangat !! Granada Voice kita 

gimana ya?? Hehe…

Ian makasih udah jadi mod seminar kakak. Yon

Sari, Sulas, Ade, Helcy, Refni adiak BP kk, Desi, Ira, semangat. Segera nyusul ya. Harnim, Adelia, 

Vira, Usi, Putri, Qomariah, Milda, Elia, Hilda, makasih ya atas ukhuwahnya. Kak kangen nee 

Istiqamah !! Buat Desi 2010, Inel, Lily, Weni, Vivi, Rachmi, Mentari, Misna, Sri, Tutut, Aulia, dll, 

semangat kuliahnya ya..  Semoga Allah selalu melindungi adek2 semua. Aamiin… Keep Istiqamah !!

Teristimewa untuk HP papa yang tiba2 jadi punya vath aja. Hehe… u

memudahkan segala urusan vath. 

Untuk dakwah dan tarbiyah yang telah menyinari hidupku. Di jalan ini, aku temukan arti hidupku. Tak 

sedikitpun aku ragu akan janjiMu. Istiqamahkan hamba,

“Wahai orang-orang yang beriman! Jika kamu menolong agama Allah, niscaya Dia akan menolongmu dan meneguhkan 

kaba?? Semangat juga buat Irfan, Yogi, Akhir, ayo… kamu pasti bisa !! buat Edi, semangat lagi kuliahnya 

!! makasih atas semua bantuannya pak. Buat piu,, kawan ciek ko,yo lah lawak bana. Hmm…tak lupa buat 

Usuik. Mokasih banyak untuak sadonyo yo suik. Semangat suikk. Kita kembagkan IQRA’ . Hehe… 

dan yang lainnya yang tak tersebutkan. Mohon maaf. 

teman semua adalah teman-teman yang asyik dan menyenangkan. Beraneka ragam karakter di 

dalamnya. Jadi pembelajaran buat vath tentunya. Terima kasih atas jalinan ukhuwah kita selama ini.

Untuk sahabat-sahabat MIPA 2006

dan Ii syukran udah nungguin vath sidang. Jadi terharu. Untuk Ipat kimia, Ewi, Desfi, Anggi, 

Yusni, Riani, Edo, Padil, Daud, dan yang lainnya, syukran atas ukhuwahnya selama ini. Mengenalmu 

semua adalah anugrah terindah yang pernah vath punya.

Untuk sahabat-sahabat lamaku yang tak lekang oleh ruang dan waktu

Ida, Nanda, Eca, Riri, syukran atas do’a dan supportnya. Semangat !! Granada Voice kita 

Untuk adik-adikku 2007, 2008, 2009, 2010

Ian makasih udah jadi mod seminar kakak. Yona, andra, eca, semangat kuliah dan nyusun TA nya ya. 

Sari, Sulas, Ade, Helcy, Refni adiak BP kk, Desi, Ira, semangat. Segera nyusul ya. Harnim, Adelia, 

Vira, Usi, Putri, Qomariah, Milda, Elia, Hilda, makasih ya atas ukhuwahnya. Kak kangen nee 

amah !! Buat Desi 2010, Inel, Lily, Weni, Vivi, Rachmi, Mentari, Misna, Sri, Tutut, Aulia, dll, 

semangat kuliahnya ya..  Semoga Allah selalu melindungi adek2 semua. Aamiin… Keep Istiqamah !!

Teristimewa untuk HP papa yang tiba2 jadi punya vath aja. Hehe… udah banyak banget menemani dan 

memudahkan segala urusan vath. Thanks 

Untuk dakwah dan tarbiyah yang telah menyinari hidupku. Di jalan ini, aku temukan arti hidupku. Tak 

edikitpun aku ragu akan janjiMu. Istiqamahkan hamba, ya Allah.

ang beriman! Jika kamu menolong agama Allah, niscaya Dia akan menolongmu dan meneguhkan 
kedudukanmu” (QS. 47:7)

Elvathna Syafwan, S.Si

KATA PENGANTAR
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! buat Edi, semangat lagi kuliahnya 

yo lah lawak bana. Hmm…tak lupa buat 

Usuik. Mokasih banyak untuak sadonyo yo suik. Semangat suikk. Kita kembagkan IQRA’ . Hehe… 

teman yang asyik dan menyenangkan. Beraneka ragam karakter di 

dalamnya. Jadi pembelajaran buat vath tentunya. Terima kasih atas jalinan ukhuwah kita selama ini.

dan Ii syukran udah nungguin vath sidang. Jadi terharu. Untuk Ipat kimia, Ewi, Desfi, Anggi, 

syukran atas ukhuwahnya selama ini. Mengenalmu 

sahabat lamaku yang tak lekang oleh ruang dan waktu

Ida, Nanda, Eca, Riri, syukran atas do’a dan supportnya. Semangat !! Granada Voice kita 

a, andra, eca, semangat kuliah dan nyusun TA nya ya. 

Sari, Sulas, Ade, Helcy, Refni adiak BP kk, Desi, Ira, semangat. Segera nyusul ya. Harnim, Adelia, 

Vira, Usi, Putri, Qomariah, Milda, Elia, Hilda, makasih ya atas ukhuwahnya. Kak kangen nee . Keep 

amah !! Buat Desi 2010, Inel, Lily, Weni, Vivi, Rachmi, Mentari, Misna, Sri, Tutut, Aulia, dll, 

semangat kuliahnya ya..  Semoga Allah selalu melindungi adek2 semua. Aamiin… Keep Istiqamah !!

dah banyak banget menemani dan 

Untuk dakwah dan tarbiyah yang telah menyinari hidupku. Di jalan ini, aku temukan arti hidupku. Tak 

ang beriman! Jika kamu menolong agama Allah, niscaya Dia akan menolongmu dan meneguhkan 

Elvathna Syafwan, S.Si
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berkat rahmat dan karuniaNya Penulis dapat menyelesaikan skripsi ini dengan 

judul “Aplikasi Algoritma Matriks Tridiagonal pada Interpolasi Splin Kubik, 
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Shalawat dan salam juga Penulis kirimkan kepada Nabi Muhammad SAW, yang  
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Ucapan terima kasih yang tak terhingga Penulis sampaikan kepada kedua 

orang tua tercinta, uda-uda tersayang, serta semua keluarga yang menjadi 

motivator dan penyemangat dalam menjalani hidup dan kehidupan ini. Selain itu, 

ucapan terima kasih Penulis sampaikan kepada :
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6. Mama Cun, Bu Eli, Pak Syamsir, dan Ni Opi yang telah membantu setiap 

urusan administrasi Penulis selama ini.

7. Teman seperjuangan matematika 2006, keluarga besar HIMATIKA dan FSI 

FMIPA UNAND

8.  Seseorang yang menjadi penyemangat, yang selalu mendampingi dalam setiap 

imajinasi Penulis.
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9. Semua  pihak yang dengan tulus  ikhlas memberikan  bantuan, dukungan, dan 

do’a  yang sangat berarti bagi Penulis.

Penulis menyadari bahwa tulisan ini masih jauh dari kesempurnaan. Oleh 

karena itu, kritik dan saran yang membangun sangat Penulis harapkan demi 

kesempurnaan tulisan ini.

Tentunya Penulis tetap berharap mudah-mudahan tulisan ini dapat 

memberikan manfaat dan semoga Allah SWT senantiasa memberikan petunjuk 

dan hidayah-Nya kepada kita semua, Amin. 

Padang,  Agustus 2011

   Penulis 

ABSTRAK
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Fungsi splin kubik dibangun dengan koefisien aj, bj, cj, dan dj. Nilai koefisien 
tersebut bergantung pada nilai turunan kedua dari fungsi splin kubiknya. Nilai 
turunan kedua dari fungsi splin kubik merupakan solusi yang perlu dicari pada 
sistem matriks tridiagonal. Solusi tersebut dapat ditentukan dengan menggunakan 
algoritma matriks tridiagonal. Setelah didapatkan nilai turunan keduanya, maka 
fungsi splin kubik menggunakan koefisien aj, bj, cj, dan dj.

Kata kunci : fungsi splin kubik, turunan kedua fungsi splin kubik, algoritma 
matriks tridiagonal

DAFTAR ISI
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1.1 Latar Belakang Masalah

Fitting data pada umumnya dapat dilakukan dengan berbagai metode, 

antara lain metode kuadrat terkecil dan interpolasi Lagrange. Metode-metode 

tersebut pada umumnya dapat digunakan dengan mudah apabila bentuk dari 

fungsi kurvanya diketahui dan sederhana, atau pada titik-titik tertentu, fungsi dan 

turunannya telah diketahui. Biasanya, metode-metode tersebut dapat berhasil 

secara baik, namun terkadang dapat juga mengalami kegagalan terutama untuk 

kedua titik data yang berada di ujung data yang sangat sukar untuk menentukan 

turunannya [5].

Oleh sebab itu, suatu pendekatan alternatif yang dapat digunakan untuk 

fitting data ini adalah dengan menerapkan polinomial orde rendah terhadap 

subkumpulan titik data. Polinomial penyambungan ini disebut dengan fungsi 

splin. Konsep splin berasal dari teknik menggambar dengan menggunakan 

lempengan yang fleksibel dan tipis (dinamakan splin) untuk menggambarkan 

kurva yang licin melalui sekumpulan titik.

Splin tediri dari 3 jenis, yaitu splin linear, splin kuadratik, dan splin kubik. 

Dalam praktiknya, splin kubik yang sering dipakai karena memberikan 

aproksimasi yang lebih dapat diterima walaupun turunan ketiga atau yang lebih 

tinggi bisa diskontinu, namun biasanya tidak dapat dideteksi secara visual 

sehingga dengan sendirinya dapat diabaikan [7]. 

Tujuan interpolasi splin kubik ialah menurunkan suatu polinomial orde 

ketiga untuk setiap interval di antara titik data ,ݔ) ,((ݔ) yaitu 

(ݔ) = ܽ+ ܾ(ݔ − (ݔ + ܿ(ݔ − +)ଶݔ ݀(ݔ − ,)ଷݔ ݆= 1,2, … , ,݊
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dengan ܽ , ܾ, ܿ , dan ݀ adalah koefisien-koefisien yang nilai-nilainya akan 

dicari. Interpolasi ini sangat berguna untuk fitting data, dimana bentuk fungsinya 

maupun turunannya tidak diketahui. 

Sebagimana yang akan ditunjukkan pada Bab 3 nanti, turunan kedua dari 

setiap subfungsi pada interpolasi splin kubik di atas menentukan nilai-nilai 

koefisien ܾ , ܿ, dan ݀ , sehingga perlu dicari solusinya. Permasalahan ini 

kemudian dapat dimodelkan dalam bentuk sistem matriks tridiagonal

⎣⎢
⎢⎢
⎢⎡
ଵݒ ଵݓ 0 ⋯ ⋯ ଶݑ0 ଶݒ ଶݓ ⋯ ⋯ 00 ଷݑ ଷݒ ଷݓ ⋯ 0⋮ ⋱ ⋱ ⋱ ⋱ ⋮0 ⋯ ⋯ ିଵݑ ିଵݒ ିଵ0ݓ 0 ⋯ 0 ݑ ݒ ⎦⎥

⎥⎥
⎥⎤

⎣⎢
⎢⎢
⎢⎡

ݖିଵݖ⋮ଷݖଶݖଵݖ ⎦⎥
⎥⎥
⎥⎤ =

⎣⎢
⎢⎢
⎢⎡

ݎିଵݎ⋮ଷݎଶݎଵݎ ⎦⎥
⎥⎥
⎥⎤

,

dimana matriks kolom ܼ = ,ଵݖ] ,ଶݖ … , ்[ݖ berisi turunan kedua dari sub-

subfungsi pada interpolasi splin kubik. 

Biasanya untuk menentukan solusi matriks kolom Z  pada sistem 

persamaan di atas, metode Eliminasi Gauss seringkali dipakai. Akan tetapi,

karena elemen-elemen yang bernilai nol lebih dominan pada matriks tridiagonal 

yang berukuran besar, maka dipandang perlu untuk menerapkan sebuah metode 

yang dapat mengefisienkan proses komputasi yang digunakan dalam

menyelesaikan sistem tridiagonal tersebut. Salah satu metode yang dapat dipakai 

adalah algoritma matriks tridiagonal yang dikembangkan oleh Llewellyn 

Thomas, sehingga algoritma tersebut juga dikenal dengan nama algoritma 

Thomas [1]. 

1.2 Perumusan Masalah
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Permasalahan yang akan dibahas dalam tulisan ini adalah bagaimana cara 

menentukan nilai turunan kedua dari fungsi splin kubik dengan menggunakan 

algoritma matriks tridiagonal sehingga kurva dari fungsi splin kubik tersebut 

dapat dibuat.

1.3 Pembatasan Masalah

Pada penelitian ini, Penulis membatasi permasalahan pada penentuan nilai 

turunan kedua dari fungsi splin kubik dan bentuk fungsi splin kubik untuk jenis 

splin alami dan splin berujung parabolik dengan interval yang tidak seragam.

1.4 Tujuan Penulisan

Tulisan ini bertujuan untuk melihat penggunaan algoritma matriks 

tridiagonal pada interpolasi splin kubik.

1.5 Sistematika Penulisan

Sistematika penulisan pada penelitian ini terdiri dari :

Bab I : Pendahuluan

Bab ini menjelaskan mengenai latar belakang penulisan, 

perumusan masalah, batasan masalah, tujuan penulisan, dan 

sistematika penulisan.

Bab II : Landasan Teori

Bab ini berisi tentang teori-teori yang mendasari bagian 

pembahasan, yaitu turunan, sistem persamaan linear dan matriks, 

matriks tridiagonal, dan algoritma matriks tridiagonal.

Bab III: Hasil dan Pembahasan
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Bagian ini merupakan bagian inti dari penulisan yang membahas 

mengenai interpolasi splin kubik, menentukan nilai turunan kedua 

dari fungsi splin kubik dengan menggunakan algoritma matriks 

tridiagonal dan menentukan bentuk fungsi splin kubik.

Bab IV: Kesimpulan

Bab ini berisi kesimpulan dari permasalahan yang telah dibahas 

pada bab sebelumnya dan saran untuk pelaksanaan penelitian 

selanjutnya.

BAB II



17

LANDASAN TEORI

2.1 Turunan

Definisi 2.1.1 [6]

Turunan fungsi f adalah fungsi lain ᇱ݂(dibaca “f aksen”) yang nilainya pada 

sebarang bilangan c adalah 

ᇱ݂( )ܿ = ݈݅ ݉→ቆ݂ (ܿ+ ℎ) − (݂ )ܿℎ ቇ
asalkan limit ini ada. Jika limit ini memang ada, maka dikatakan bahwa f

terdiferensialkan (mempunyai turunan) di c.

Turunan Tingkat Tinggi [6]

Operasi pendiferensialan mengambil sebuah fungsi f dan menghasilkan 

sebuah fungsi baru ᇱ݂. Jika ᇱ݂didiferensialkan, maka masih menghasilkan fungsi 

lain, dinyatakan dengan ᇱ݂ᇱdan disebut turunan kedua dari f. Kemudian dapat 

diturunkan lagi, dengan demikian menghasilkan ᇱ݂ᇱᇱ, yang disebut turunan ketiga, 

dan seterusnya.

2.2 Sistem Persamaan Linear dan Matriks

Sebuah garis yang terletak pada bidang xy dapat dinyatakan secara aljabar 

dalam suatu persamaan berbentuk 

a1 x + a2 y = b

dimana a1, a2, dan b merupakan konstanta riil, dan a1 dan a2 tidak keduanya nol. 

Persamaan ini disebut persamaan linear dengan variabel x dan y. Secara umum 
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didefinisikan, persamaan linear dengan n variabel x1, x2, …, xn sebagai pernyataan 

yang dapat dinyatakan dalam bentuk

a1x1 + a2x2 + … + anxn = b.

Sistem Linear [3]

Sejumlah tertentu persamaan linear dalam variabel x1, x2, …, xn disebut 

sistem persamaan linear atau sistem linear.

Matriks 

Definisi 2.2.1 [3]

Matriks adalah sebuah susunan segiempat siku-siku dari bilangan-bilangan. 

Bilangan-bilangan dalam susunan tersebut dinamakan elemen matriks. Ukuran 

sebuah matriks ditentukan oleh banyaknya baris dan kolom. Untuk matriks M

yang berukuran r x s dapat ditulis sebagai berikut :

ܯ =  ൦
ଵ݉ଵ ଵ݉ଶ ⋯ ଵ݉௦
ଶ݉ଵ ଶ݉ଶ ⋯ ଶ݉௦⋮ ⋮ ⋱ ⋮
݉ଵ ݉ଶ ⋯ ݉௦

൪=[ ݉]×௦

dengan ݅= 1, 2, … , =݆ dan ݎ 1, 2, … , .ݏ

Elemen matriks M dinyatakan dengan huruf  kecil dan diberi dua indeks. Elemen 

yang terletak pada baris ke-i dan kolom ke-j dari matriks M dinyatakan dengan 

mij. 

Matriks bujursangkar adalah matiks yang jumlah baris dan kolomnya sama 

(r = s) dan dikatakan berukuran r atau berukuran s.

Definisi 2.2.2 [3]

Jika A adalah matriks ݉ × dan B  ݎ adalah matriks ݎ× ,݊ maka hasilkali AB

adalah matriks ݉ × y݊ang elemen-elemenya ditentukan. Untuk mencari elemen 

pada baris ke-i dan kolom ke-j dari AB, pisahkanlah baris ke-i dari matriks A dan 
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kolom ke-j dari matriks B. Kalikan elemen-elemen yang bersesuaian dari baris 

dan kolom tersebut dan kemudian jumlahkan hasil yang diperoleh.

2.3 Matriks Tridiagonal

Matriks tridiagonal adalah matriks bujursangkar yang seluruh elemen 

bukan 0 (nol) berada di sekitar elemen diagonal, sementara elemen lainnya 

bernilai 0 (nol). [8]

Contoh :  

A = ൦
3 6 0 02 −4 1 00 5 8 −70 0 3 9

൪.

2.4 Algoritma  Matriks Tridiagonal

Algoritma matriks tridiagonal biasa digunakan untuk menyelesaikan 

sistem persamaan tridiagonal. Suatu sistem tridiagonal untuk ݊ yang tidak 

diketahui, dapat ditulis sebagai berikut

ିݖݑ ଵ+ +ݖݒ =ାଵݖݓ , ݎ
dimana =ଵݑ 0 dan ݓ= 0. Dalam bentuk matriks, sistem ini ditulis sebagai 

berikut

⎣⎢
⎢⎢
⎢⎡
ଵݒ ଵݓ 0 ⋯ ⋯ ଶݑ0 ଶݒ ଶݓ ⋯ ⋯ 00 ଷݑ ଷݒ ଷݓ ⋯ 0⋮ ⋱ ⋱ ⋱ ⋱ ⋮0 ⋯ ⋯ ିଵݑ ିଵݒ ିଵ0ݓ 0 ⋯ 0 ݑ ݒ ⎦⎥

⎥⎥
⎥⎤

⎣⎢
⎢⎢
⎢⎡

ݖିଵݖ⋮ଷݖݖଵݖ ⎦⎥
⎥⎥
⎥⎤ =

⎣⎢
⎢⎢
⎢⎡

ݎିଵݎ⋮ଷݎଶݎଵݎ ⎦⎥
⎥⎥
⎥⎤
  ....…(2.4.1)

Langkah pertama adalah memodifikasi koefisien-koefisien menjadi seperti berikut 

:
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=ݓ ቐ  ௪భ௩భ, ݅= 1
 ௪௩ି ௪షభ௨, ݅= 2, 3, … , ݊ − 1�               ………………………(2.4.2)

dan

=ݎ̃ ቐ
భ௩భ , ݅= 1

  ି ̃షభ௨௩ି ௪షభ௨ ,   ݅= 2, 3, … , �݊                     ……………..…….….(2.4.3)

Langkah di atas merupakan bentuk eliminasi maju. 

Langkah selanjutnya adalah menentukan solusi yang dapat diperoleh kemudian 

dengan substitusi mundur sebagai berikut:

=ݖ =ݔ    danݎ̃ −ݎ̃ ; ାଵݖݓ     ݅= ݊ − 1, ݊ − 2, … , 1   [1]   ........(2.4.4)

Catatan : 

1. Algoritma tersebut hanya dapat digunakan pada matriks yang diagonal 

utamanya dominan, yaitu |ݒ| ≥ |ݑ| + |ݓ| untuk ݅= 1, 2, … , d݊an paling 

tidak ada satu i sedemikian sehingga |ݒ| > |ݑ| + .|ݓ|
2. Banyaknya operasi aritmatik yang diperlukan dalam algoritma tersebut 

adalah sejumlah 10݊ − 11 operasi. Ini diperoleh dari penjumlahan seluruh 

operasi aritmatik yang dipakai pada persamaan (2.4.2), (2.4.3), dan (2.4.4). 

Sedangkan pada eliminasi Gauss dibutuhkan sebanyak  ଶయ
ଷ + ଷమ

ଶ − 


operasi aritmatik [2].

Dapat dilihat bahwa algoritma matriks tridiagonal lebih efisien dalam 

mencari solusi sistem tridiagonal (2.4.1)  dibandingkan dengan Eliminasi 

Gauss untuk ݊ ≥ 3.
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Contoh :

Selesaikan sistem persamaan berikut ini dengan menggunakan algoritma matriks 

tridiagonal

൦
1 1 0 01 2 1 00 1 2 10 0 0 1

൪൦
ସݖଷݖଶݖଵݖ

൪= ൦
4567

൪

Penyelesaian :  

Dengan menggunakan algoritma di atas, maka

=ଵݓ ଵݒଵݓ  = 11 = 1
=ଶݓ −ଶݒଶݓ =ଶݑଵݓ 12 − 1 ∙ 1 = 1
=ଷݓ −ଷݒଷݓ =ଷݑଶݓ 12 − 1 ∙ 1 = 1

dan

=ଵݎ̃ =ଵݒଵݎ 41 = 4
=ଶݎ̃ −ଶݎ −ଶݒଶݑଵݎ̃ =ଶݑଵݓ 5 − 4 ∙ 12 − 1 ∙ 1 = 1
=ଷݎ̃ −ଷݎ −ଷݒଷݑଶݎ̃ =ଷݑଶݓ 6 − 1 ∙ 12 − 1 ∙ 1 = 5

=ସݎ̃ −ସݎ −ସݒସݑଷݎ̃ =ସݑଷݓ 7 − 5 ∙ 01 − 1 ∙ 0 = 7
Kemudian dapat diperoleh solusinya sebagai berikut :

=ସݖ =ସݎ̃ 7
=ଷݖ −ଷݎ̃ =ସݖଷݓ 5 − 1 ∙ 7 = −2
=ଶݖ −ଶݎ̃ =ଷݖଶݓ 1 − 1 ∙ (−2) = 3
=ଵݖ −ଵݎ̃ =ଶݖଵݓ 4 − 1 ∙ (3) = 1
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Dengan demikian diperoleh :

ܼ = ൦
13−27

൪.
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BAB III

HASIL DAN PEMBAHASAN

3.1 Interpolasi Splin Kubik

Misalkan terdapat n titik data di bidang-xy,

,(ଵݕ ,ଵݔ) ,ଶݔ) ,(ଶݕ … ,       (ݕ ,ݔ)

yang nilai-nilainya diketahui. Titik-titik data ini diinterpolasi dengan 

menggunakan metode splin kubik, yaitu dengan membangun fungsi 

(ݔܲ) =
⎩⎨
⎧ ≥ଵݔ       ,(ݔ)ଵ ݔ ≤ ≥ଶݔ       ,(ݔ)ଶ,ଶݔ ݔ ≤ ≥ିଵݔ   ,(ݔ)ିଵ ⋮,ଷݔ ݔ ≤ ,ݔ

�                    ………...…......…(3.1.1)

dimana (ݔ), ݆= 1,2, … , ݊ − 1 adalah polinomial pangkat tiga yang 

didefinisikan oleh 

(ݔ) = ܽ+ ܾ൫ݔ − +൯ݔ ܿ(ݔ − +)ଶݔ ݀(ݔ − ,)ଷݔ ≥ݔ ݔ ≤ ାଵ...(3.1.2)ݔ

dengan aj, bj, cj , dan dj adalah koefisien yang nilai-nilainya akan dicari untuk 

menentukan (ܲݔ). Perhatikan bahwa jarak antara dua titik  data yang berdekatan 

pada koordinat-x dapat dinyatakan secara umum dengan  ℎ= −ାଵݔ ,ݔ
݆= 1, 2, … , ݊ − 1. 

Lebih lanjut, fungsi (ܲݔ) yang akan dibangun pada interpolasi splin kubik 

ini adalah fungsi yang memenuhi sifat-sifat sebagai berikut :

(i) (ݔܲ) melalui seluruh titik data,

(ii) (ݔܲ) kontinu pada interval [ݔଵ, ,[ݔ
(iii) ′ܲ(ݔ) kontinu pada interval [ݔଵ, ,[ݔ
(iv) ′ܲ′(ݔ) kontinu pada interval [ݔଵ, .[ݔ
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Dari sifat (i), dapat disimpulkan dengan jelas bahwa 

(ݔ)ܲ =               …………………..…………………....…(3.1.3)ݕ

untuk ݆= 1, 2, … , .݊ Karena ∋ݔ ,ݔ]  ାଵ], dari persamaan (3.1.1)  dan  (3.1.2)ݔ

didapatkan ܲ(ݔ) = =൯ݔ൫ ܽ, sehingga dengan menggunakan persamaan 

(3.1.3) diperoleh

ܽ=             .……...………..……..……….………………(3.1.4)ݕ

untuk ݆= 1, 2, … , ݊ − 1. 
Kemudian dari sifat (ii) yang menyatakan bahwa (ܲݔ) kontinu di setiap 

titik data, maka setiap subfungsi (ݔ) pada persamaan (3.1.2) harus dibuat 

bertemu di titik-titik ujungnya yang beririsan, yaitu

=ାଵ൯ݔାଵ൫ (3.1.5)..…………………..………              (ାଵݔ)

untuk ݆= 1, 2, … , ݊ − 2. Dari persamaan (3.1.2), diketahui

=ାଵ൯ݔାଵ൫ ܽାଵ   ………...……………………………….(3.1.6)

dan 

=ାଵ൯ݔ൫ ܽ+ ܾ൫ݔାଵ− +൯ݔ ܿ(ݔାଵ− +)ଶݔ ݀(ݔାଵ− )ଷ...(3.1.7)ݔ

sehingga jika disubstitusikan dua persamaan terakhir ini ke persamaan (3.1.5) dan 

kemudian gunakan persamaan (3.1.4) dan ℎ= −ାଵݔ  , maka diperolehݔ

=ାଵݕ +ݕ ܾℎ+ ܿℎଶ+ ݀ℎଷ, ݆= 1, 2, … , ݊ − 2  ....….(3.1.8)

Khusus pada saat ݔ = , dariݔ persamaan (3.1.1) dan (3.1.2) bisa ditulis

(ݔ)ܲ = (ݔ)ିଵ = ܽିଵ+ ܾିଵ(ݔ− (ିଵݔ + ܿିଵ(ݔ−ݔିଵ)ଶ

+ ݀ିଵ(ݔ− ିଵ)ଷ        ………………..(3.1.9)ݔ

Dengan menggunakan persamaan (3.1.3) dan (3.1.4), persamaan (3.1.9) dapat 

ditulis kembali
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=ݕ +ିଵݕ ܾିଵℎ+ ܿିଵℎଶ+ ݀ିଵℎଷ ……………………..(3.1.10)

dengan ℎ= −ାଵݔ  . Oleh karena itu, persamaan (3.1.8) dan (3.1.10) dapatݔ

digabung menjadi

=ାଵݕ +ݕ ܾℎ+ ܿℎଶ+ ݀ℎଷ, ݆= 1, 2, … , ݊ − 1  ……..….....(3.1.11)

Sementara itu, turunan pertama dari (ܲݔ) pada persamaan (3.1.1) adalah

ᇱܲ(ݔ) =
⎩⎨
⎧ (ݔ)ଵᇱ    = ଵܾ+ 2 ଵܿ(ݔ − (ଵݔ + 3 ଵ݀(ݔ − ≥ଵݔ                       ,ଵ)ଶݔ ݔ ≤ (ݔ)ଶᇱ   ,ଶݔ = ଶܾ+ 2 ଶܿ(ݔ − (ଶݔ + 3 ଶ݀(ݔ − ≥ଶݔ                       ,ଶ)ଶݔ ݔ ≤ ିଵᇱ⋮,ଷݔ (ݔ) = ܾିଵ+ 2 ܿିଵ(ݔ − (ିଵݔ + 3 ݀ିଵ(ݔ − ,ିଵ)ଶݔ ≥ିଵݔ ݔ ≤ ݔ

� …(3.1.12)

dan turunan keduanya

ᇱܲᇱ(ݔ) =
⎩⎨
⎧ (ݔ)ଵᇱᇱ    = 2 ଵܿ+ 6 ଵ݀(ݔ − ≥ଵݔ                 ,(ଵݔ ݔ ≤ (ݔ)ଶᇱᇱ   ,ଶݔ = 2 ଶܿ+ 6 ଶ݀(ݔ − ≥ଶݔ                ,(ଶݔ ݔ ≤ ିଵᇱᇱ⋮,ଷݔ (ݔ) = 2 ܿିଵ+ 6 ݀ିଵ(ݔ − ,(ିଵݔ ≥ିଵݔ ݔ ≤ ݔ

�     .......(3.1.13)

Dengan memandang persamaan (3.1.12) di atas, maka sifat (iii) yang menyatakan 

ᇱܲ(ݔ) kontinu di seluruh titik data, dapat dibuat hubungan berikut:

ାଵᇱ ൫ݔାଵ൯= (3.1.14).…………..…………………………           (ାଵݔ)ᇱ

untuk ݆= 1, 2, … , ݊ − 2. Dari persamaan (3.1.12), diketahui bahwa  

ାଵᇱ ൫ݔାଵ൯= ܾାଵ                  ..………..…………………………...(3.1.15)

dan

=ାଵ൯ݔᇱ൫ ܾ+ 2 ܿ൫ݔାଵ− +൯ݔ 3 ݀(ݔାଵ− )ଶ   ……………..(3.1.16)ݔ

sehingga persamaan (3.1.14) menjadi 

ܾାଵ= ܾ+ 2 ܿℎ+ 3 ݀ℎଶ, ݆= 1, 2, … , ݊ − 2       ...……...……(3.1.17)

dengan ℎ= −ାଵݔ .ݔ .

Selanjutnya dari sifat (iv) dan dengan memandang persamaan (3.1.13), 

kita juga perlu mensyaratkan
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=ାଵ൯ݔାଵᇱᇱ൫ (ାଵݔ)ᇱᇱ               …...……………...…...…(3.1.18)

untuk ݆= 1, 2, … , ݊ − 2. Perhatikan pada saat ݔ = ,ݔ ݆= 1, 2, … , ݊ − 1, 
persamaan (3.1.13)  menghasilkan hubungan

ܿ= ᇲᇲ൫௫ೕ൯
ଶ , ݆= 1, 2, … , ݊ − 1    …………………………..(3.1.19)

Dengan menggunakan hubungan di atas, pernyataan ᇱᇱ(ݔାଵ) yang diperoleh dari 

persamaan (3.1.13) dapat ditulis 

=ାଵ൯ݔᇱᇱ൫ ᇱܲᇱ൫ݔ൯+ 6 ݀൫ݔାଵ− =݆   ,൯ݔ 1, 2, … , ݊ − 1    .....(3.1.20)

Jika disubstitusikan persamaan terakhir ini ke persamaan (3.1.18) dan dari 

pernyataan ᇱܲᇱ൫ݔାଵ൯=  maka kita akan sampai pada hubungan ,(ାଵݔ)ାଵᇱᇱ

berikut:

݀= ᇲᇲ൫௫ೕశభ൯ି ᇲᇲ(௫ೕ)
ೕ , ݆= 1, 2, … , ݊ − 2   ………...……….(3.1.21)

dengan ℎ= −ାଵݔ ݔ . Khusus pada saatݔ =  , persamaan (3.1.13)ݔ

memberikan 

ᇱܲᇱ(ݔ) = ିଵᇱᇱ (ݔ) = 2 ܿିଵ+ 6 ݀ିଵ(ݔ− ିଵ)  ……..(3.1.22)ݔ

Karena ܿିଵ= ᇲᇲ(௫షభ)ଶ (dari persamaan (3.1.19)) dan ℎ= −ାଵݔ  , makaݔ

persamaan (3.1.22) dapat diubah menjadi

݀ିଵ= ᇲᇲ(௫)ିᇲᇲ(௫షభ)     ………………………………….(3.1.23)

sehingga bersama-sama dengan persamaan (3.1.21) membentuk

݀= ᇲᇲ൫௫ೕశభ൯ି ᇲᇲ(௫ೕ)
ೕ  , ݆= 1, 2, … , ݊ − 1     ………………(3.1.24)

Terakhir, dengan memasukkan nilai ܿ pada persamaan (3.1.19) dan ݀ pada 

persamaan (3.1.24) ke persamaan (3.1.11), diperoleh
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ܾ= ௬ೕశభି ௬ೕೕ − ᇲᇲ൫௫ೕశభ൯ାଶᇲᇲ(௫ೕ)
 ൨ℎ, ݆= 1, 2, … , ݊ − 1.   …(3.1.25)

Dengan demikian, telah didapatkan nilai-nilai untuk koefisien ܽ, ܾ, ܿ,
dan ݀. Hasil yang diperoleh dapat dirangkum dalam teorema berikut ini. 

Teorema (Interpolasi Splin Kubik)

Diberikan n titik data (ݔଵ, ݕଵ), ,ଶݔ) ,(ଶݕ … , (ݕ ,ݔ) dengan ℎ= −ାଵݔ  ,ݔ

݆= 1, 2, … , ݊ − 1. Splin kubik

(ݔܲ) =
⎩⎨
⎧ ≥ଵݔ       ,(ݔ)ଵ ݔ ≤ ≥ଶݔ       ,(ݔ)ଶ,ଶݔ ݔ ≤ ≥ିଵݔ   ,(ݔ)ିଵ⋮,ଷݔ ݔ ≤ ,ݔ

�

dengan 

(ݔ) = ܽ+ ܾ൫ݔ − +൯ݔ ܿ(ݔ − +)ଶݔ ݀(ݔ − ≥ݔ   ,)ଷݔ ݔ ≤ ାଵݔ
yang menginterpolasi titik-titik data yang diberikan, mempunyai koefisien-

koefisien sebagai berikut

ܽ= , ݕ
ܾ= −ାଵݕ ℎݕ − ቈܲᇱᇱ൫ݔାଵ൯+ 2 ᇱܲᇱ(ݔ)6 ℎ ,

ܿ= ᇱܲᇱ൫ݔ൯2  ,

݀= ᇱܲᇱ൫ݔାଵ൯− ᇱܲᇱ(ݔ)6ℎ  ,
untuk ݆= 1, 2, … , ݊ − 1          ……………………………………………...(3.1.26)

Dari hasil ini, dapat dilihat bahwa nilai koefisien bj, cj, dan dj tergantung 

dari nilai-nilai ᇱܲᇱ(ݔଵ),  ᇱܲᇱ(ݔଶ), … , ᇱܲᇱ(ݔ) yang belum diketahui. Oleh karena itu, 

nilai-nilai tersebut perlu dicari agar dapat ditentukan fungsi splin kubik (ܲݔ). 

Untuk melakukannya, bj, cj, dan dj pada persamaan (3.1.26) disubstitusi ke 
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persamaan (3.1.17), sehingga diperoleh

௬ೕశమି ௬ೕశభೕశభ − ೕశభᇲᇲ൫௫ೕశమ൯ − ೕశభᇲᇲ൫௫ೕశభ൯ଷ = ௬ೕశభି ௬ೕೕ − ೕᇲᇲ൫௫ೕశభ൯ − ೕᇲᇲ൫௫ೕ൯
ଷ

+ ᇱܲᇱ൫ݔ൯ℎ+ ᇲᇲ(௫ೕశభ)ିᇲᇲ(௫ೕ)
ଶೕ ℎଶ            ……………………………(3.1.27)

atau

ℎܲ ᇱᇱ൫ݔ൯+ 2൫ℎ+ ℎାଵ൯ܲᇱᇱ൫ݔାଵ൯+ ℎାଵܲᇱᇱ൫ݔାଶ൯= 6 ቈݕାଶ− ାଵℎାଵݕ − −ାଵݕ ℎݕ 
untuk ݆= 1, 2, … , ݊ − 2.                                   ...…………….……………(3.1.28)

Persamaan (3.1.28) di atas dapat ditulis dalam persamaan matriks sebagai berikut :

ܲܪ = (3.1.29)..……..………….……….………………   ܭ6

dimana matriks

ܪ =  
⎣⎢
⎢⎢
⎡ℎଵ 2(ℎଵ+ ℎଶ) ℎଶ ⋯ 0 0 00 ℎଶ 2(ℎଶ+ ℎଷ) ⋯ 0 0 0⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮0 0 0 ⋯ 2(ℎିଷ+ ℎିଶ) ℎିଶ 00 0 0 ⋯ ℎିଶ 2(ℎିଶ+ ℎିଵ) ℎିଵ⎦⎥

⎥⎥
⎤
 ,

ܲ =
⎣⎢
⎢⎢
⎡ ᇱܲᇱ(ݔଵ)ᇱܲᇱ(ݔଶ)⋮ᇱܲᇱ(ݔିଵ)ᇱܲᇱ(ݔ) ⎦⎥

⎥⎥
⎤
 , dan ܭ6 = 6

⎣⎢
⎢⎢
⎢⎢
⎡ ௬యି ௬మమ − ௬మି ௬భభ௬రି ௬యయ − ௬యି ௬మమ⋮௬షభି ௬షమషమ − ௬షమି ௬షయషయ௬ି ௬షభషభ − ௬షభି ௬షమషమ ⎦⎥

⎥⎥
⎥⎥
⎤

               

Perhatikan bahwa sistem linear di atas terdiri dari 2n persamaan dengan n

variabel ᇱܲᇱ(ݔଵ),  ᇱܲᇱ(ݔଶ), … , ᇱܲᇱ(ݔ), sehingga untuk mendapatkan solusi 

ᇱܲᇱ(ݔଵ),  ᇱܲᇱ(ݔଶ), … , ᇱܲᇱ(ݔ) yang unik, dibutuhkan dua persamaan tambahan. Dua 

persamaan tambahan ini dapat diperoleh dari syarat batas yang berlaku pada 

ᇱܲᇱ(ݔଵ) dan ᇱܲᇱ(ݔ). Terdapat beberapa jenis syarat batas yang dapat digunakan, 
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dua di antaranya adalah syarat batas pada splin alami dan splin berujung 

parabolik.

3.1.1. Splin Alami

Pada jenis ini, syarat batas yang digunakan adalah:

ᇱܲᇱ(ݔଵ) = ᇱܲᇱ(ݔ) = 0           ……………….…………….(3.1.1.1)

Dengan menambahkan dua persamaan ini ke sistem (3.1.28), diperoleh

ଵܲܪ = (3.1.1.2)..…….………………………                              ܭ6

dimana matriks 

=ଵܪ
⎣⎢
⎢⎢
⎢⎢
⎡ 1 0 0 ⋯ 0 0 0ℎଵ 2(ℎଵ+ ℎଶ) ℎଶ ⋯ 0 0 00 ℎଶ 2(ℎଶ+ ℎଷ) ⋯ 0 0 0⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮0 0 0 ⋯ 2(ℎିଷ+ ℎିଶ) ℎିଶ 00 0 0 ⋯ ℎିଶ 2(ℎିଶ+ ℎିଵ) ℎିଵ0 0 0 ⋯ 0 0 1 ⎦⎥

⎥⎥
⎥⎥
⎤

,

ܲ =

⎣⎢
⎢⎢
⎢⎢
⎢⎡

ᇱܲᇱ(ݔଵ)ᇱܲᇱ(ݔଶ)ᇱܲᇱ(ݔଷ)⋮ᇱܲᇱ(ݔିଶ)ᇱܲᇱ(ݔିଵ)ᇱܲᇱ(ݔ) ⎦⎥
⎥⎥
⎥⎥
⎥⎤

dan  6ܭ = 6

⎣⎢
⎢⎢
⎢⎢
⎢⎢
⎡ 0௬యି ௬మమ − ௬మି ௬భభ௬రି ௬యయ − ௬యି ௬మమ⋮௬షభି ௬షమషమ − ௬షమି ௬షయషయ௬ି ௬షభషభ − ௬షభି ௬షమషమ0 ⎦⎥

⎥⎥
⎥⎥
⎥⎥
⎤

 .    

                                          

Perhatikan bahwa dari persamaan (3.1.1.1), ᇱܲᇱ(ݔଵ) dan ᇱܲᇱ(ݔ) dapat 

dieliminasi dari sistem di atas, sehingga didapatkan 

ଶܲܪ = (3.1.1.3)……………………..………                               ܭ6

dimana matriks
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=ଶܪ

⎣⎢
⎢⎢
⎢⎢
⎡2(ℎଵ+ ℎଶ) ℎଶ 0 ⋯ 0 0 0ℎଶ 2(ℎଶ+ ℎଷ) ℎଷ ⋯ 0 0 00 ℎଷ 2(ℎଷ+ ℎସ) ⋯ 0 0 0⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮0 0 0 ⋯ 2(ℎିସ+ ℎିଷ) ℎିଷ 00 0 0 ⋯ ℎିଷ 2(ℎିଷ+ ℎିଶ) ℎିଶ0 0 0 ⋯ 0 ℎିଶ 2(ℎିଶ+ ℎିଵ)⎦⎥

⎥⎥
⎥⎥
⎤

ܲ =

⎣⎢
⎢⎢
⎢⎢
⎢⎡

ᇱܲᇱ(ݔଶ)ᇱܲᇱ(ݔଷ)ᇱܲᇱ(ݔସ)⋮ᇱܲᇱ(ݔିଷ)ᇱܲᇱ(ݔିଶ)ᇱܲᇱ(ݔିଵ)⎦⎥
⎥⎥
⎥⎥
⎥⎤
  , dan 6ܭ = 6

⎣⎢
⎢⎢
⎢⎢
⎢⎢
⎢⎢
⎡ ௬యି ௬మమ − ௬మି ௬భభ௬రି ௬యయ − ௬యି ௬మమ௬ఱି ௬రర − ௬రି ௬యయ⋮௬షమି ௬షయషయ − ௬షయି ௬షరషర௬షభି ௬షమషమ − ௬షమି ௬షయషయ௬ି ௬షభషభ − ௬షభି ௬షమషమ ⎦⎥

⎥⎥
⎥⎥
⎥⎥
⎥⎥
⎤

.

Sistem linear (݊ − 2) × (݊ − 2) di atas dapat diselesaikan untuk 

mendapatkan solusi unik ᇱܲᇱ(ݔଶ),  ᇱܲᇱ(ݔଷ), … , ᇱܲᇱ(ݔିଵ), sedangkan untuk ᇱܲᇱ(ݔଵ)
dan ᇱܲᇱ(ݔ) ditentukan oleh persamaan (3.1.1.1), yaitu ᇱܲᇱ(ݔଵ) = ᇱܲᇱ(ݔ) = 0. 

Secara fisik, splin alami akan menghasilkan ujung-ujung dari splin 

penggambar memanjang secara bebas tanpa hambatan di luar titik-titik 

penginterpolasi. Bagian-bagian ujung splin di luar titik-titik penginterpolasi akan 

membentuk suatu garis lurus, yang mengakibatkan ᇱܲᇱ(ݔ) tidak ada pada titik-titik 

ujung ݔଵ dan ݔ. Oleh karena itu, dihasilkan syarat matematis ᇱܲᇱ(ݔଵ)  =
ᇱܲᇱ(ݔ) = 0. Splin alami cenderung untuk meluruskan kurva penginterpolasi pada 

titik-titik ujung, yang mungkin tidak dikehendaki.

3.1.2  Splin Berujung Parabolik

Jenis ini menggunakan syarat batas

ᇱܲᇱ(ݔଵ) = ᇱܲᇱ(ݔଶ)              ………………….……………..(3.1.2.1)
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dan

ᇱܲᇱ(ݔ) = ᇱܲᇱ(ݔିଵ)         .…………………………….…..(3.1.2.2)

Dengan menambahkan dua persamaan ini ke sistem (3.1.28), diperoleh 

ଷܲܪ = (3.1.2.3)…………………….....…………                        ܭ6

dimana matriks

=ଷܪ

⎣⎢
⎢⎢
⎢⎢
⎡ 1 −1 0 ⋯ 0 0 0ℎ1 2(ℎ1 + ℎ2) ℎ2 ⋯ 0 0 00 ℎ2 2(ℎ2 + ℎ3) ⋯ 0 0 0⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮0 0 0 ⋯ 2(ℎ݊−3+ ℎ݊−2) ℎ݊−2 0

0 0 0 ⋯ ℎ݊−2 2(ℎ݊−2+ ℎ݊−1) ℎ݊−10 0 0 ⋯ 0 −1 1 ⎦⎥
⎥⎥
⎥⎥
⎤
 ,

ܲ =

⎣⎢
⎢⎢
⎢⎢
⎢⎡

ᇱܲᇱ(ݔଵ)ᇱܲᇱ(ݔଶ)ᇱܲᇱ(ݔଷ)⋮ᇱܲᇱ(ݔିଶ)ᇱܲᇱ(ݔିଵ)ᇱܲᇱ(ݔ) ⎦⎥
⎥⎥
⎥⎥
⎥⎤
  dan  6ܭ = 6

⎣⎢
⎢⎢
⎢⎢
⎢⎢
⎡ 0௬యି ௬మమ − ௬మି ௬భభ௬రି ௬యయ − ௬యି ௬మమ⋮௬షభି ௬షమషమ − ௬షమି ௬షయషయ௬ି ௬షభషభ − ௬షభି ௬షమషమ0 ⎦⎥

⎥⎥
⎥⎥
⎥⎥
⎤

 .

                                      

Persamaan (3.1.2.1) dan (3.1.2.2) dapat digunakan untuk mengeliminasi 

ᇱܲᇱ(ݔଵ) dan ᇱܲᇱ(ݔ) pada sistem di atas sehingga didapatkan sistem linear 

(݊ − 2) × (݊ − 2)berikut ini:

ସܲܪ = (3.1.2.4)…………………….....…………                        ܭ6

dimana matriks

=ସܪ
⎣⎢
⎢⎢
⎢⎢
⎡3ℎଵ+ 2ℎଶ ℎଶ 0 ⋯ 0 0 0ℎଶ 2(ℎଶ+ ℎଷ) ℎଷ ⋯ 0 0 00 ℎଷ 2(ℎଷ+ ℎସ) ⋯ 0 0 0⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮0 0 0 ⋯ 2(ℎିସ+ ℎିଷ) ℎିଷ 00 0 0 ⋯ ℎିଷ 2(ℎିଷ+ ℎିଶ) ℎିଶ0 0 0 ⋯ 0 ℎିଶ 3ℎିଶ+ 2ℎିଵ⎦⎥

⎥⎥
⎥⎥
⎤

,
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ܲ =  

⎣⎢
⎢⎢
⎢⎢
⎢⎡

ᇱܲᇱ(ݔଶ)ᇱܲᇱ(ݔଷ)ᇱܲᇱ(ݔସ)⋮ᇱܲᇱ(ݔିଷ)ᇱܲᇱ(ݔିଶ)ᇱܲᇱ(ݔିଵ)⎦⎥
⎥⎥
⎥⎥
⎥⎤
   dan  6ܭ = 6

⎣⎢
⎢⎢
⎢⎢
⎢⎢
⎢⎢
⎡ ௬యି ௬మమ − ௬మି ௬భభ௬రି ௬యయ − ௬యି ௬మమ௬ఱି ௬రర − ௬రି ௬యయ⋮௬షమି ௬షయషయ − ௬షయି ௬షరషర௬షభି ௬షమషమ − ௬షమି ௬షయషయ௬ି ௬షభషభ − ௬షభି ௬షమషమ ⎦⎥

⎥⎥
⎥⎥
⎥⎥
⎥⎥
⎤

.

Setelah solusi unik ᇱܲᇱ(ݔଶ), ᇱܲᇱ(ݔଷ), . . . , ᇱܲᇱ(ݔିଵ) dari sistem di atas  

diperoleh, maka kemudian ᇱܲᇱ(ݔଵ) dan ᇱܲᇱ(ݔ) masing-masing dapat ditentukan 

dari persamaan (3.1.2.1) dan (3.1.2.2). Secara fisis, splin berujung parabolik 

berbentuk kurva parabola pada interval-interval ujungnya.

3.2 Menentukan Nilai Turunan Kedua dari Fungsi Splin Kubik dengan 

Menggunakan Algoritma Matriks Tridiagonal dan Menentukan Bentuk 

Fungsi Splin Kubik

Algoritma matriks tridiagonal, dapat digunakan untuk menentukan solusi 

matriks kolom .ܺ Pada interpolasi splin kubik, matriks kolom X yang dimaksud 

merupakan nilai-nilai turunan kedua dari subfungsi yang akan dicari (dinotasikan 

dengan  sehingga bentuk dan turunan fungsi pada interpolasi splin kubik ,((ݔ)′′ܲ

untuk kedua jenis splin (splin alami dan splin berujung parabolik) dapat 

ditentukan secara efisien

Tabel 3.2.1 Data Kecepatan Penerjun [7]

No data (j) 1 2 3 4 5
x 1 3 5 7 13
y 800 2310 3090 3940 4755
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Keterangan : x = waktu (detik)

y = kecepatan (cm/detik)

Dari data di atas, dapat dilihat bahwa untuk setiap waktu yang diberikan 

dengan interval tertentu, kecepatan seorang penerjun bernilai tertentu. Pada j=1 

sampai dengan j=4, interval masing-masing x-nya seragam tetapi interval 

kecepatannya berbeda. Sedangkan untuk j=4 ke j=5, interval x-nya jauh berbeda 

dan diketahui kecepatannya masing-masing seperti pada tabel. Maka untuk ukuran 

waktu yang lain pada interval [1,13] bisa diperoleh kecepatannya dengan melihat 

kurva yang nanti akan terbentuk dari fungsi splin yang dibangun. 

Sebagai contoh, akan ditentukan bentuk fungsi interpolasi splin kubik dari 

data pada Tabel 3.2.1 untuk jenis splin alami dan splin berujung parabolik  dengan 

bantuan algoritma matriks tridiagonal.

Dari data nilai-nilai interval antar-x (dinotasikan dengan h) sebagaimana 

yang tercantum pada Tabel 3.2.2.

Tabel 3.2.2 Data Kecepatan Penerjun dan Interval Waktu

No data (j) 1 2 3 4 5
x 1 3 5 7 13
y 800 2310 3090 3940 4755ℎ= −ାଵݔ ݔ 2 2 2 6

a. Splin Alami

Jumlah titik data yang ingin diinterpolasi adalah n = 5, sehingga persamaan 

(3.1.1.3) menjadi 

2(ℎଵ+ ℎଶ) ℎଶ 0ℎଶ 2(ℎଶ+ ℎଷ) ℎଷ0 ℎଷ 2(ℎଷ+ ℎସ)ܲ
ᇱᇱ(ݔଶ)ᇱܲᇱ(ݔଷ)ᇱܲᇱ(ݔସ)= 6

⎣⎢
⎢⎢
⎢⎡
−ଷݕ ଶℎଶݕ − −ଶݕ −ସݕଵℎଵݕ ଷℎଷݕ − −ଷݕ −ହݕଶℎଶݕ ସℎସݕ − −ସݕ ଷℎଷݕ ⎦⎥

⎥⎥
⎥⎤
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Input nilai-nilai pada Tabel 3.2.2 ke sistem di atas, maka

8 2 02 8 20 2 16൩ܲ
ᇱᇱ(ݔଶ)ᇱܲᇱ(ݔଷ)ᇱܲᇱ(ݔସ)= −2190210−1735൩

Selanjutnya algoritma matriks tridiagonal digunakan untuk menentukan nilai 

ᇱܲᇱ(ݔ)sebagai berikut :

1. Substitusikan persamaan (2.4.2) dan (2.4.3) ke persamaan (2.4.1), maka

=ଵݓ ଵݒଵݓ =  28 = 0.25
=ଶݓ −ଶݒଶݓ =ଶݑଵݓ 28 − 0.25 ∙ 2 = 0.27

   dan

=ଵݎ̃ =ଵݒଵݎ −21908 = −273.75

=ଶݎ̃ −ଶݎ −ଶݒଶݑଵݎ̃ =ଶݑଵݓ 210 − (−273.75 ∙ 2)8 − (0.25 ∙ 2) = 101

=ଷݎ̃ −ଷݎ −ଷݒଷݑଶݎ̃ =ଷݑଶݓ −1735 − (101 ∙ 2)16 − (0.27 ∙ 2) = −125.24

2.  Gunakan persamaan (2.4.4) untuk menentukan 

ᇱܲᇱ(ݔଶ),  ᇱܲᇱ(ݔଷ), dan ᇱܲᇱ(ݔସ), sehingga diperoleh

ᇱܲᇱ(ݔସ) = =ଷݎ̃ −125.24
ᇱܲᇱ(ݔଷ) = −ଶݎ̃ ଶܲݓ ᇱᇱ(ݔସ) = 134.40
ᇱܲᇱ(ݔଶ) = −ଵݎ̃ ଵܲݓ ᇱᇱ(ݔଷ) = −307.35

ᇱܲᇱ(ݔଵ) dan ᇱܲᇱ(ݔହ) diperoleh dari syarat batas splin alami, yaitu : 

ᇱܲᇱ(ݔଵ) = ᇱܲᇱ(ݔହ) = 0.
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3. Selanjutnya, nilai ܽ, ܾ, ܿ, dan ݀ dapat ditentukan untuk memperoleh 

(ݔܲ) dengan menggunakan persamaan (3.1.26), sehingga diperoleh 

sebagai berikut :

ܽ= ,  makaݕ

ଵܽ= =ଵݕ 800
ଶܽ= =ଶݕ 2310
ଷܽ= =ଷݕ 3090
ସܽ= =ସݕ 3940

ܾ= ௬ೕశభି ௬ೕೕ − ᇲᇲ൫௫ೕశభ൯ାଶᇲᇲ(௫ೕ)
 ൨ℎ, maka

ଵܾ= 857.45
ଶܾ= 550.10
ଷܾ= 377.15
ସܾ= 386.31

ܿ= ᇲᇲ൫௫ೕ൯
ଶ , maka

ଵܿ= 0.00
ଶܿ= 153.67
ଷܿ= 67.20
ସܿ= −62.62

݀= ᇲᇲ൫௫ೕశభ൯ି ᇲᇲ(௫ೕ)
ೕ , maka

ଵ݀= −25.61
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ଶ݀= 36.81
ଷ݀= −21.64
ସ݀= −3.48

4. Perhatikan persamaan (3.1.1) dan (3.1.2), yaitu fungsi splin kubik

(ݔܲ) =
⎩⎨
⎧ ≥ଵݔ       ,(ݔ)ଵ ݔ ≤ ≥ଶݔ       ,(ݔ)ଶ,ଶݔ ݔ ≤ ≥ିଵݔ   ,(ݔ)ିଵ ⋮,ଷݔ ݔ ≤ ,ݔ

�

dengan 

(ݔ) = ܽ+ ܾ൫ݔ − +൯ݔ ܿ(ݔ − +)ଶݔ ݀(ݔ − ,)ଷݔ ≥ݔ ݔ ≤ .ାଵݔ
Dari nilai-nilai koefisien yang sudah didapatkan di atas, diperoleh bentuk 

fungsi splin kubik

(ݔܲ) =

⎩⎪
⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪
⎧ (ݔ)ଵ = 800 + ݔ)857.45 − 1) − ݔ)25.61 − 1)ଷ,       1 ≤ ݔ ≤ (ݔ)ଶ ,3 = 2310 + ݔ)550.10 − 3) − ݔ)153.67 − 3)ଶ+ ݔ)36.81 − 3)ଷ,       3 ≤ ݔ ≤ (ݔ)ଷ,5 = 3090 + ݔ)377.15 − 5) + ݔ)67.20 − 5)ଶ− ݔ)21.64 − 5)ଷ,       5 ≤ ݔ ≤ (ݔ)ସ ,7 = 3940 + ݔ)386.31 − 7) − ݔ)62.62 − 7)ଶ− ݔ)3.48 − 7)ଷ,      7 ≤ ݔ ≤ 13

�

Dengan menggunakan Matlab 6.5, kurva fungsi splin kubik tersebut dapat 

digambarkan sebagai berikut :



   

         

                 Gambar 3.2.

b. Splin Berujung Parabolik

Untuk n = 5, persamaan (3.1.2.4

Input nilai-nilai pada Tabel 3.2.2 ke sistem di atas

Selanjutnya algoritma matriks tridiagonal

, sebagai berikut :

1. Substitusikan 

(2.4.1), sehingga diperoleh :

Gambar 3.2.1 Kurva Splin Alami                     

Splin Berujung Parabolik

persamaan (3.1.2.4) menjadi 

nilai pada Tabel 3.2.2 ke sistem di atas, sehingga di

algoritma matriks tridiagonal digunakan untuk menentukan nilai 

, sebagai berikut :

Substitusikan persamaan persamaan (2.4.2) dan (2.4.3)

sehingga diperoleh :

37

sehingga diperoleh 

untuk menentukan nilai 

persamaan (2.4.2) dan (2.4.3) ke persamaan 
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=ଵݓ ଵݒଵݓ =  210 = 0.20

=ଶݓ −ଶݒଶݓ =ଶݑଵݓ 28 − 0.20 ∙ 2 = 0.26
dan

=ଵݎ̃ =ଵݒଵݎ −219010 = −219

=ଶݎ̃ −ଶݎ −ଶݒଶݑଵݎ̃ =ଶݑଵݓ 210 − (−219 ∙ 2)8 − (0.20 ∙ 2) = 85.26

=ଷݎ̃ −ଷݎ −ଷݒଷݑଶݎ̃ =ଷݑଶݓ −1735 − (85.26 ∙ 2)16 − (0.26 ∙ 2) = −123.15

2. Gunakan persamaan (2.4.4) untuk menentukan 

ᇱܲᇱ(ݔଶ), ᇱܲᇱ(ݔଷ), dan ᇱܲᇱ(ݔସ), sehingga diperoleh

ᇱܲᇱ(ݔସ) = =ଷݎ̃ −123.15
ᇱܲᇱ(ݔଷ) = −ଶݎ̃ ଶܲݓ ᇱᇱ(ݔସ) = 117.67
ᇱܲᇱ(ݔଶ) = −ଵݎ̃ ଵܲݓ ᇱᇱ(ݔଷ) = −242.53

ᇱܲᇱ(ݔଵ) dan  ᇱܲᇱ(ݔହ) diperoleh dari syarat batas splin berujung parabolic, 

yaitu : ᇱܲᇱ(ݔଵ) = ᇱܲᇱ(ݔଶ) =  −242.53 dan ᇱܲᇱ(ݔହ) = ᇱܲᇱ(ݔସ) = −123.15
3. Selanjutnya, nilai ܽ, ܾ, ܿ, dan ݀ dapat ditentukan untuk memperoleh 

fungsi (ܲݔ). dengan menggunakan persamaan (3.1.26), yaitu

ܽ= ,  makaݕ

 ଵܽ= =ଵݕ 800
ଶܽ= =ଶݕ 2310
ଷܽ= =ଷݕ 3090
ସܽ= =ସݕ 3940
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ܾ= −ାଵݕ ℎݕ − ቈܲᇱᇱ൫ݔାଵ൯+ 2 ᇱܲᇱ(ݔ)6 ℎ , maka
ଵܾ= 993.14
ଶܾ= 512.47
ଷܾ= 387.60
ସܾ= 505.28

ܿ= ᇱܲᇱ൫ݔ൯2  , maka
ଵܿ= −117.97
ଶܿ= −121.27
ଷܿ= 58.84
ସܿ= −61.58

݀= ᇱܲᇱ൫ݔାଵ൯− ᇱܲᇱ(ݔ)6ℎ  , maka
ଵ݀= 0.55
ଶ݀= 30.02

dଷ= −20.07
ସ݀= 0.00

4. Perhatikan persamaan (3.1.1) dan (3.1.2), yaitu fungsi splin kubik

(ݔܲ) =
⎩⎨
⎧ ≥ଵݔ       ,(ݔ)ଵ ݔ ≤ ≥ଶݔ       ,(ݔ)ଶ,ଶݔ ݔ ≤ ≥ିଵݔ   ,(ݔ)ିଵ ⋮,ଷݔ ݔ ≤ ,ݔ

�

dengan 



Dari nilai-nilai koefisien yang sudah di

bentuk fungsi splin kubik

Dengan menggunakan

dapat digambarkan sebagai berikut :

        

Gambar 3.2.2 Kurva Splin Berujung Parabolik

Apabila kurva splin alami digabung dengan kurva splin berujung 

parabolik, maka akan terlihat perbedaan bentuk kurvanya, seperti pada gambar di 

bawah ini 

nilai koefisien yang sudah didapatkan di atas, 

bentuk fungsi splin kubik sebagai berikut

Dengan menggunakan Matlab 6.5, kurva dari fungsi splin kubik tersebut 

dapat digambarkan sebagai berikut :

.2 Kurva Splin Berujung Parabolik

Apabila kurva splin alami digabung dengan kurva splin berujung 

parabolik, maka akan terlihat perbedaan bentuk kurvanya, seperti pada gambar di 
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di atas, maka diperoleh 

dari fungsi splin kubik tersebut 

Apabila kurva splin alami digabung dengan kurva splin berujung 

parabolik, maka akan terlihat perbedaan bentuk kurvanya, seperti pada gambar di 



  Gambar 3.2.3  

    Keterangan :

kurva berwarna hijau   :  splin alami

kurva berwarna merah :  splin berujung 

Dari kurva di atas, perbedaan signifikan terlihat pada masing

ujung kurva. Hal ini disebabkan oleh syarat batas splin 

parabolik yang berbeda. 

Gambar 3.2.3  Kurva Splin Alami yang Digabung dengan Kurv
Berujung Parabolik

eterangan :

kurva berwarna hijau   :  splin alami

kurva berwarna merah :  splin berujung parabolik

Dari kurva di atas, perbedaan signifikan terlihat pada masing

ujung kurva. Hal ini disebabkan oleh syarat batas splin alami dan splin berujung 

berbeda. 
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Alami yang Digabung dengan Kurva Splin         

parabolik

Dari kurva di atas, perbedaan signifikan terlihat pada masing-masing 

alami dan splin berujung 
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BAB IV

KESIMPULAN DAN SARAN

4.1  Kesimpulan

Dari penelitian ini, dapat diambil kesimpulan sebagai berikut :

1. Metode pendekatan melalui interpolasi splin kubik dapat dijabarkan 

sehingga turunan kedua dari setiap subfungsinya membentuk matriks 

tridiagonal.

2. Bentuk fungsi splin kubik dapat ditentukan dengan mencari nilai turunan 

kedua dari setiap subfungsinya, dengan menggunakan algoritma matriks 

tridiagonal. Algoritma ini memudahkan penentuan turunan kedua pada 

fungsi splin kubik.

3. Dari dua jenis splin yang diuraikan, yaitu splin alami dan splin berujung 

parabolik, dihasilkan bentuk fungsi splin kubik yang  berbeda. Hal ini 

mempengaruhi bentuk kurva, karena fungsi splin kubik  dibangun oleh nilai-

nilai koefisien ܽ, ܾ, ܿ dan ݀ yang berbeda.  Ini disebabkan oleh syarat 

batas pada masing-masing jenis splin yang digunakan.

4.2  Saran

Untuk penelitian selanjutnya, Penulis menyarankan agar membahas 

interpolasi splin kubik dengan algoritma matriks tridiagonal untuk jenis yang lain, 

seperti splin berujung kubik, periodik, dan clamped.
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Lampiran

a. membuat kurva splin alami

b. membuat kurva splin berujung parabolik
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c. membuat kurva splin alami digabung dengan splin berujung parabolik 
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