PELABELAN GRACEFUL PADA GRAF HALIN G(2, n),
UNTUKn > 3

SKRIPSI SARJANA MATEMATIKA

OLEH :
YUNIZAR
BP. 0910433062

JURUSAN MATEMATIKA
FAKULTAS MATEMATIKA DAN ILMU PENGETAHUAN ALAM

UNIVERSITAS ANDALAS
2013



DAFTARISI

DAFTARISI

DAFTAR GAMBAR

DAFTAR TABEL

PENDAHULUAN

1.1 LlatarBelakangMasalah . ... ................... 1
1.2 PerumusanMasalah .. ... ... ... ... ... ... . ... 3
13 PembatasanMasalah . . .. ...... ... ... .. 3
14 Tujuan. .. ... 3

1.5 Sistematika Penulisan. . .. ... ... ... ... ... .. ... 3

LANDASAN TEORI

2.1 Definisi dan Terminologi dalam Teori Graf . . . . ... ... ... 4
22 Jenis-JenisGraf . . ... ... . 7
2.3 Pemetaan[5] ... ... 11

24 PelabelanGraf . ... .. ... ... 12

PELABELAN GRACEFUL PADA GRAF HALIN G(2, n),

UNTUK n > 3

3.1 Pelabalen graceful pada graf halinG(2,n) ............. 15

vi

14



PENUTUP
41 Kesimpulan .. ... ... 34
42 Saran. .. ... 34

DAFTAR PUSTAKA

34

35



21

2.2

23

24

25

2.6

2.7

2.8

31

3.2

3.3

34

3.5

3.6

3.7

3.8

3.9

3.10

DAFTAR GAMBAR

Graf G1 . ... . 5
(a) Graf tak terhubung (b) Graf terhubung . . . ... ... .. 6

(a) Graf G, (b) Subgraf dari Graf G, (c) Subgraf yang diinduksi

darigrafG ... ....... . ... ... 7
contohGraflengkap . . . ... ... ... . ... ... 8
Ksadalah GrafPlanar . . .. ....... ... ....... 10

Ks adalah bukan GrafPlanar . . . . .............. 10
GrafHalin. . .. ... .. .. 11
Contoh Graf Graceful .. ... ... .. ... .. ..... 13
GrafHalin G(4,5) . . ... .. ... . . .. .. ... .. 14
GrafHalinG(@2,n) .. ... . ... ... . . . . ... .. .. 15
GrafHalin G(2,5) . . ... ... .. . . . ... 18
Pelabelan titik pada G(2,5) . . . .. ... ... ... ... 19
Pelabelan bobot sisi genap pada Graf Halin G(2,5) . . . . .. 21
Pelabelan bobot sisi ganjil pada Graf Halin G(2,5). . . . . .. 21
GrafHalinG(2,7) . ... ... .. .. .. . . .. ... ... 22
Pelabelan titik pada G(2,7) . . . .. ... ... ... .. ... 23
Pelabelan bobot sisi genap pada Graf Halin G(2,7) . . . . .. 24
Pelabelan bobot sisi ganjil pada Graf Halin G(2,7) . ... .. 25



311

3.12

3.13

3.14

3.15

3.16

3.17

3.18

GrafHalinG(2,6) . .. ... ... .. .. . ... ... ..., 25

Pelabelan titik pada G(2,6) . . . .. ... ... ... ... 26
Pelabelan bobot sisi genap pada Graf Halin G(2,6) . . . . .. 28
Pelabelan bobot sisi ganjil pada Graf Halin G(2,6) . ... .. 29
GrafHalinG(2,8) .. ... ... ... . ... ... ... 29
Pelabelan titik padaG(2,8) . . . ... ....... ... ... 31
Pelabelan bobot sisi genap pada Graf Halin G(2,8) . . . . .. 32
Pelabelan bobot sisi ganjil pada Graf Halin G(2,8) . ... .. 33



3.1

3.2

3.3

34

3.5

3.6

3.7

3.8

3.9

3.10

3.11

3.12

DAFTAR TABEL

Pelabelan titik pada G(2,5) . . . ... ............. 19
Pelabelan bobot sisi genap pada G(2,5) ... ......... 20
Pelabelan bobot sisi ganjil pada G(2,5). . . ... ... . ... 20
Pelabelan titik pada G(2,7) . . . .. ... ... ... .. ... 22
Pelabelan bobot sisigenappada G(2,7) .. .......... 23
Pelabelan bobot sisi ganjil pada G(2,7). . . ... .... ... 24
Pelabelan titik pada G(2,6) . . . ... ............. 26
Pelabelan bobot sisi genap pada G(2,6) . ........... 27
Pelabelan bobot sisi ganjil pada G(2,6). . . ... ... . ... 28
Pelabelan titik pada G(2,8) . . . ... ............. 30
Pelabelan bobot sisigenappada G(2,8) . ........... 31
Pelabelan bobot sisi ganjilpada G(2,8). . . . .. ... . ... 32

Vi



BABI

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang Masalah

Teori graf pertama kali diperkenalkan oleh Leonhard Euler pada tahun
1736 sebagai upaya pemecahan masalah jembatan Konigsberg.  Pada tulisan
tersebut Euler membahas masalah jembatan yang menghubungkan kota-kota di
Konigsberg dan Prussia yang terpisah oleh sungai. Teori ini lahir dari sebuah
pertanyaan apakah bisa melewati ketujuh jembatan Konigsberg dalam satu kali
melintas sampai kembali ke tempat semula. Untuk memecahkan masalah terse-
but, Euler mempersentasikan daratan yang dihubungkan jembatan dengan titik
(vertex) dan jembatan dinyatakan dengan sisi (edge). Dari permasalahan itu,
akhirnya Euler mengembangkan beberapa konsep mengenai teori graf. Teori ini
terus berkembang seiring ditemukannya berbagai aplikasi dalam menyelesaikan
beberapa permasalahan.

Graf adalah bagian dari matematika diskrit yang banyak digunakan un-
tuk menggambarkan atau menyederhanakan suatu persoalan agar lebih mudah
dimengerti sehingga dapat diselesaikan. Hal ini memungkinkan ditemukannya
hal-hal baru yang terkait dengan graf dan menjadi faktor utama mengapa teori

garaf berkembang sangat cepat.



Perkembangan teori graf menyangkut dua hal yaitu topik bahasan dan
aplikasinya. Beberapa topik bahasan baru diantaranya yaitu pelabelan, Hamilto-
nian, dimensi partisi, dan operasi pada graf. Pelabelan graf menjadi topik yang
banyak mendapat perhatian, karena model-model yang ada pada pelabelan graf
berguna untuk aplikasi yang luas.

Pelabelan graf merupakan pemetaan satu-satu yang memetakan unsur him-
punan titik dan atau unsur himpunan sisi ke bilangan bulat positif yang disebut
label. Pelabelan titik adalah pelabelan dengan domain himpunan titik, pelabelan
sisi adalah pelabelan dengan domain himpunan sisi, dan pelabelan total adalah
pelabelan dengan domain gabungan himpunan titik dan himpunan sisi.

Suatu pelabelan f dari suatu graf G(V, E) adalah pemetaan satu-satu dari
himpunan titik di G ke suatu himpunan bilangan bulat positif. Untuk setiap
sisie = uv € E(G), bobot yang diinduksi oleh f pada e ditulis f(e), adalah
[f(u) — f(v)]. Misalkan G adalah suatu graf berorder n dan size m. Jika f :

V(G) - {0,1,2,... ,m} adalah suatu pelabelan dari G, sedemikian sehingga
himpunan bobot yang diinduksi oleh f adalah {1, 2,... ,m}, maka f dikatakan
pelabelan graceful dari G, dan G dinamakan graf graceful.

Beberapa kajian terdahulu tentang pelabelan graceful untuk jenis-jenis graf
tertentu telah dibahas pada skripsi yang lain seperti pelabelan vertex-graceful
pada graf-(5,6) dan graf-(6,7), pelabelan graceful pada graf superstar Ssn, dan
lain sebagainya. Penulis tertarik untuk melakukan penelitian pada jenis graf yang
lain, yaitu pada graf halin G(2, n). Oleh karena itu, penulis merumuskan judul

pada skripsi ini yaitu "pelabelan graceful pada graf halin G(2, n), untuk n > 3



1.2 Perumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang di atas, masalah yang akan dikaji dalam skripsi
ini adalah bagaimana menentukan pelabelan graceful pada graf halin G(2,n),

untuk n > 3.

1.3 Pembatasan Masalah

Dalam tulisan ini, permasalahan akan dibatasi pada Graf Halin G(2, n),

untuk n > 3.

14  Tujuan

Tujuan dari penulisan skripsi ini adalah untuk menentukan pelabelan grace-

ful pada graf halin G(2, n), untuk n > 3.

1.5 Sistematika Penulisan

Dalam skripsi ini terdiri dari 4 bab. Pada Bab I diberikan pendahuluan
yang didalamnya mencakup latar belakang, permasalahan, pembatasan masalah,
tujuan penulisan, dan sistematika penulisan skripsi ini. Konsep dasar dari teori
graf berupa definisi dan terminologi yang mendasari hasil dan pembahasan pada
skripsi ini disajikan pada Bab II sebagai landasan teori. Selanjutnya, kajian dari
permasalahan tersebut akan dijelaskan pada Bab III dan penulisan skripsi ini

diakhiri dengan bagian kesimpulan dan saran yang disajikan pada Bab IV.



BABII

LANDASAN TEORI

Pada Bab ini akan dibahas beberapa konsep dasar yang berkaitan dengan
permasalahan yang telah dikemukakan di Bab I. Konsep dasar ini diawali dengan
beberapa definisi dan terminologi dalam teori graf, jenis - jenis graf, pelabelan

pada graf, dan teorema pendukung.

2.1 Definisi dan Terminologi dalam Teori Graf

Graf G didefenisikan sebagai pasangan himpunan (V, E), ditulis dengan
notasi G = (V,E) terdiri atas himpunanV = {vi,v2,v3,... ,Vn} dengan 'V adalah
himpunan tak kosong dari titik (vertex) yang disebut himpunan titik, dan himpu-
nan E = {e1, e e3,... , em}, dimana anggotanya disebut sisi yang menghubung-
kan sepasang titik dan dinyatakan sebagai pasangan tak-terurut dari titik pada
V [4].

Banyak titik yang ada pada G adalah |V (G)|, dan disebut orde dari G,
sedangkan banyak sisi pada G adalah |E(G)|, dan disebut ukuran(size) dari G.

sebagai contoh dapat dilihat pada Gambar 2.1 berikut



€s Vs €3

€s €7

V2 es Va

Gambar 2.1. Graf G1

bahwa Graf G1 mempunyai titik V (G1) = {v1,Vv2, V3, Vs, vs} dan sisi E(G1) =
{e1, €2, €3, €4, €5, €6, €7, €8}. Jadi, |V (G1)| = 5 dan |E(G1)| = 8.

Jika sisi e = (u,v) dengan u, v €V (G), maka titik u disebut bertetangga
dengan titik v dan demikian sebaliknya. Dalam hal ini, sisi e dikatakan terkait
dengan titik u dan v, juga titik u dan v dikatakan terkait dengan sisi e. Banyak
sisi yang terkait dengan titik v dinamakan derajat titik v, ditulis d(v) [4].

Suatu sisi e disebut loop, jika e = (v, v) untuk suatu v € V (G). Suatu sisi
disebut sisi ganda(multiple edge), jika terdapat lebih dari satu sisi yang terkait
dengan 2 titik. Walk(jalan) pada suatu graf misalkan graf G adalah barisan titik
pada G yang dimulai dari titik awal vi dan berakhir pada titik akhir vj dan setiap
titiknya dihubungkan oleh sebuah sisi.

Pada walk, jika sebuah sisinya dilewati tidak lebih dari satu kali maka
walk tersebut dikatakan trail(jalur). Walk yang semua titiknya berbeda disebut

path(lintasan).



Path yang titik awal dan titik akhirnya sama dikatakan cycle(sikel). Banyak
sisi dalam path disebut length(panjang) dari path tersebut. Path dan cycle de-
ngan n titik berturut-turut dinotasikan dengan Pn dan Cn. Length dari path Pn
adalah (n - 1) sisi.

Dua buah titik vi dan titik v2 disebut terhubung jika terdapat lintasan
dari v1 ke v2. Graf G disebut Graf terhubung(connected graph) jika untuk setiap
pasang titik vidan vj dalam himpunan V terdapat lintasan dari vi ke v;. Jika
tidak demikian, maka G disebut Graf tak terhubung(disconnected graph) seperti

pada gambar 2.2.

a b

Gambar 2.2. (a) Graf tak terhubung (b) Graf terhubung

Suatu graf H disebut subgraf dari G jika E(H) € E(G) dan V (H) <

V (G). Jika E(H) = {xy € E(G)|x,y € V (H)}, maka H dikatakan subgraf yang

diinduksi(induced subgraph) oleh V (H) dari G seperti pada gambar 2.3.



Gambar 2.3. (a) Graf G, (b) Subgraf dari Graf G, (c) Subgraf yang diinduksi

darigraf G

2.2 Jenis - Jenis Graf

Berdasarkan sifatnya graf dapat dikelompokkan menjadi beberapa kategori
(jenis) bergantung pada sudut pandang pengelompokannya. Pengelompokan graf
dapat dipandang berdasarkan ada tidaknya sisi ganda, berdasarkan banyak titik,
atau berdasarkan orientasi arah pada sisi.

Berdasarkan ada tidaknya sisi ganda pada suatu graf, maka secara umum

graf dapat digolongkan menjadi 2 jenis:

1. Graf sederhana (simple graph)

Graf sederhana adalah graf yang tidak mengandung sisi ganda maupun loop.

2. Graf tak-sederhana (unsimple graph)
Graf tak-sederhana adalah graf yang mengandung sisi ganda atau loop. Ada
dua macam graf tak-sederhana, yaitu graf ganda (multigraph) dan graf semu
(pseudograph). Graf ganda adalah graf yang mengandung sisi ganda. Graf

semu adalah graf yang mengandung sisi ganda dan loop.



Definisi 2.2.[4] Banyak titik pada graf disebut sebagai kardinalitas graf, dinyata-
kan dengan n = |V | dan banyak sisi dinyatakan dengan m = |E|.
Berdasarkan banyak titik pada suatu graf, maka secara umum graf dapat

dikelompokkan menjadi dua jenis:

1. Graf berhingga (limited graph)

Graf berhingga adalah graf yang banyak titiknya n, berhingga.

2. Graf tak-berhingga (unlimited graph)

Graf tak-berhingga adalah graf yang banyak titiknya n, tak berhingga.

Terdapat beberapa jenis graf sederhana khusus. Berikut ini didefinisikan

beberapa graf khusus yang sering ditemukan :

1. Graf Lengkap (Complete Graph)
Graf lengkap merupakan graf sederhana yang setiap titiknya terhubung
(oleh satu sisi) ke semua titik lainnya. Dengan kata lain, setiap titiknya
bertetangga. Graf lengkap dengan n buah titik dilambangkan dengan Kn.
Banyak sisi pada sebuah graf lengkap yang terdiri dari n buah titik adalah
n(n - 1)/2 sisi. Sebagai contoh, dapat dilihat pada Gambar 2.4

A% @V)

L eo N BT N

Gambar 2.4. contoh Graf Lengkap



2. Graf Lingkaran (Cycle Graph)
Graf lingkaran merupakan graf sederhana yang setiap titiknya berderajat

dua. Graf lingkaran dengan n titik dilambangkan dengan Ch.

3. Graf Roda (Wheels Graph)
Graf roda merupakan graf yang diperoleh dengan cara menambahkan satu
titik pada graf lingkaran Cn, dan menghubungkan titik baru tersebut dengan

semua titik pada graf lingkaran tersebut.

4. Graf Teratur (Regular Graph)
Graf teratur merupakan graf yang setiap titiknya mempunyai derajat yang
sama. Apabila derajat setiap titik pada graf teratur adalah r, maka graf
tersebut dinamakan graf teratur berderajat r. Banyak sisi pada graf teratur

dengan n titik adalah nr/2 sisi.

5. Graf Planar (Planar Graph) dan Graf Bidang (Plane Graph)

Graf yang dapat digambarkan pada bidang datar sehingga tidak ada dua
sisi yang saling bersilangan maka graf tersebut dinamakan Graf planar. Jika
tidak demikian maka graf tersebut dinamakan Graf non-planar. Perlu diper-
hatikan bahwa belum tentu suatu graf yang secara kasat mata terlihat sisi-
sisinya saling bersilangan adalah graf non-planar. Graf tersebut mungkin
saja planar, karena graf tersebut dapat digambarkan kembali dengan cara
yang berbeda yang sisi-sisinya tidak saling bersilangan. Untuk lebih jelas-
nya perhatikan contoh berikut, graf K4 pada Gambar 2.5 adalah graf planar

karena graf tersebut dapat digambarkan kembali tanpa ada sisi-sisi yang



bersilangan, sedangkan Ks pada Gambar 2.6 bukan graf planar karena jika

direpresentasikan ke graf bidang maka terdapat dua sisi yang bersilangan.

X =

Gambar 2.5. K4 adalah Graf Planar

S N
/ \\

Gambar 2.6. Ks adalah bukan Graf Planar

Graf planar yang digambarkan dengan sisi-sisi yang tidak saling bersilangan

disebut graf bidang (plane graph).

6. Graf Hamiltonian (Hamiltonian Graph)
Sebuah cycle pada graf G yang memuat setiap titik dari G dinamakan
Hamiltonian cycle. Graf Hamiltonian adalah graf yang memuat Hamilto-
nian cycle. Oleh karena itu, pastilah graf Cn (n > 3) adalah Hamiltonian

dan juga untuk n > 3, graf lengkap Kn merupakan graf Hamiltonian.

10



7. Graf Halin (Halin Graph)
Suatu Graf Halin H adalah graf planar yang dibangun dengan menggam-
barkan sebuah tree T yang setidaknya terdiri dari empat titik pada suatu
bidang, dimana T tidak memuat titik berderajat dua dan menghubungkan

semua titik pada tree dengan cycle C. Sebagai contoh, dapat dilihat pada

Gambar 2.7

Vi Vo

Vs Ve

Gambar 2.7. Graf Halin

2.3 Pemetaan [5]

Misalkan A dan B adalah dua himpunan yang tidak kosong. Suatu cara
atau aturan yang memasangkan setiap elemen dari himpunan A dengan tepat satu
elemen di himpunan B disebut pemetaan dari himpunan A ke himpunan B yang
dinotasikan f: A — B. Himpunan A disebut sebagai daerah asal (domain) dan
himpunan B disebut daerah kawan (kodomain). Secara umum, pemetaan dapat

digolongkan menjadi 3 golongan sebagai berikut :

1. Pemetaan satu-satu (Injektif)

Pemetaan satu-satu (injektif) adalah pemetaan dimana setiap elemen di

11



daerah kodomain yang berpasangan, mempunyai pasangan elemen tepat

satu di daerah domain, dapat ditulis secara matematika sebagai berikut :

f:A - B, injektif © W,y eAf(x)=f(y)=>x=y.

2. Pemetaan Pada Surjektif
Pemetaan pada (surjektif) adalah pemetaan dimana semua elemen di daerah
kodomain mempunyai pasangan elemen di daerah domain, dapat dituliskan

secara matematika sebagai berikut :

f: A — B, surjektif & W €eBIx €A y = f(x).

3. Pemetaan Korespondensi satu-satu bijektif
Pemetaan korespondensi satu-satu (bijektif) adalah pemetaan yang memenuhi

pemetaan injektif dan pemetaan surjektif.

24 Pelabelan Graf

Pelabelan pada suatu graf adalah sebarang pemetaan atau fungsi yang
memasangkan unsur-unsur graf (titik atau sisi) dengan bilangan (biasanya bi-
langan bulat positif). Jika domain dari pemetaan adalah titik, maka pelabelan
disebut pelabelan titik(vertex labeling). Jika domainnya adalah sisi, maka dise-
but pelabelan sisi(edge labeling), dan jika domainnya titik dan sisi, maka disebut

pelabelan total(total labeling).

12



Sebuah tree memiliki n titik, maka graf tersebut memiliki n—1 sisi. Apabila
f:VG) - {1,2,3,...,.ntdan f : E(G) - {1,2,3,... ,n — 1}, sedemikian
sehingga pelabelan pada setiap sisi sama dengan selisih dari pelabelan dua titik
ujung, maka tree dinamakan graceful[5].

Definisi 2.3.[1] Misalkan G adalah suatu graf berorder n dan size m. Jika
f:V(G)-1{012,... ,m} adalah suatu pelabelan dari G, sedemikian sehingga
himpunan bobot yang diinduksi oleh f adalah {1,2,... ,m}, maka f dikatakan
pelabelan graceful dari G, dan G dinamakan graf graceful.

Graf graceful dapat ditunjukkan pada Gambar 2.8

Gambar 2.8. Contoh Graf Graceful

13



BAB III
PELABELAN GRACEFUL PADA GRAF HALIN

G(2,n), UNTUK n > 3

Pada bab ini akan dijelaskan hasil utama dari inti pembahasan skripsi ini
yaitu pelabelan graceful pada Graf Halin G(2, n), untuk n > 3.

Misalkan G(k, [) merupakan graf planar yang mempunyai himpunan sisi E.
Himpunan sisi E dapat didekomposisi ke dalam dua sub himpunan sisi yang saling
lepas yaitu himpunan tree T dan himpunan cycle C, sehinggaE =T UC dan
T n C =0 Subgrafdari Gk, ) diinduksi pada T yang merupakan sebuah tree
dengan satu titik u berderajat k, satu titik v berderajat |, u dan v bertetangga,
dan sisanya k + | — 2 titik berderajat satu dan sub graf yang diinduksi pada C.

C adalah cycle dengan panjang k + | — 2 yang melewati semua titik dari G(k, I)

kecuali u dan v [6]. Sebagai contoh dapat dilihat pada Gambar 3.1

Ce

Gambar 3.1. Graf Halin G(4, 5)

14



3.1 Pelabalen graceful pada graf halin G(2, n)

Berdasarkan uraian di atas, maka diperoleh Teorema 3.1 sebagai berikut :
Teorema 3.1. [6] Graf halin G(2, n) adalah graceful.

Bukti.
Misalkan Graf Halin G(2, n) dengan n > 3 adalah graf dengan himpunan titik
V ={xo,X1,... ,XnXn+1}dan himpunansisi E = 1{Xi, Xi+1} U an'll {0, X} U

{Xo, Xn+1}U{x1, Xn}. Dalam hal ini berarti |V | = n+2 dan |E| = 2n+1. Sehingga

graf G(2, n) dapat digambarkan seperti Gambar 3.2

Gambar 3.2. Graf Halin G(2,n)

Definisikan untuk n > 5 pelabelan titik f: V. - {0,1, 2,... ,2n+1} dengan
cara sebagai berikut :

kasus 1 :untuk n ganjil dan n > 5, definisikan label titik sebagai berikut :

. f(Xn+1) = O,
: f(Xn) = 2n,
- f(x0) = 2n + 1,

15



: f(Xn—l) =2n- 1,

ti+1  jika i€{L3,...,n-2}
- f(xi) =

i2n-i jika i€{24,...,n-3}

Selanjutnya, misalkan w menyatakan bobot sisi pada G(2,n), sehingga

pelabelan sisi dapat dilakukan dengan cara sebagai berikut :
1. Untuk pelabelan semua bobot sisi genap didefinisikan sebagai

- W(Xi, Xi+1) = 2(n —i - 1) untuk i€{1,2,... ,n-=3},
- W(Xo, Xn-1) = 2,
© W(X1,Xn) = 2n = 2,

© W(Xn, Xn+1) = 2n.
2. Untuk pelabelan semua bobot sisi ganjil didefinisikan sebagai
§2n—i untuk i€{1,3,...,n-2},
- W(Xo, Xi) =

fi+1  untuk i€{24,...,n-3}

: W(Xn—l,Xn) =1,
- W(Xn-2,Xn-1) = N,

© W(Xo,Xn+1) = 2n + 1.
kasus 2 : untuk n genap dan n > 6, definisikan label titik sebagai berikut :
. f(Xn+1) = 0,

- f(xn) = 2n,

16



- f(x0) = 2n + 1,

- f(x1) = 2,
- f(x2) = 4,
- f(x3) =5,
Pn+i jika i€{4,6,....,n-2}
- f(xi) =

in-i+5 jika i€{57...,n-1}
Selanjutnya, misalkan w menyatakan bobot sisi pada G(2,n), sehingga

pelabelan sisi dapat dilakukan dengan cara sebagai berikut :

1. Untuk pelablean semua bobot sisi genap didefinisikan sebagai

- WX, Xi+1) = 21— 4 untuk i€{4,5,... ,n-1}
- W(X1,X2) = 2,

© W(Xo,x3) = 2n -4,

© W(X1,Xn) = 2N = 2,

© W(Xn, Xn+1) = 2n.
2. Untuk pelabelan semua bobot sisi ganjil didefinisikan sebagai

in-i+1 untuk i€{4,6...,n-2),
- W(Xo, Xi) =

in+i-4 untuk ie{57,....,n-1},

- w(x2, x3) =1,

- w(x3,x4) =n-1,
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- W(Xo,X1) =2n -1,
© W(Xo,X2) = 2n — 3,

© W(Xo, Xn+1) = 2n + 1.

Selanjutnya akan diberikan beberapa contoh untuk mengilustrasikan teo-

rema 3.1.

1. Graf G(2,n) dengann =5

Diberikan penotasian titik pada Graf Halin G(2, n)seperti pada Gambar 3.3

-
(}_2 -

Gambar 3.3. Graf Halin G(2, 5)

Label titik dari Graf G(2, 5) dapat dilihat pada tabel 3.1 berikut :
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] Xi f(xi)

Olxo | 2n+1=5
1| x| i+1=2
2| x| 2n-i=8
3| x3 | i+1=4
4|1 x4 |2n=-1=9
5] xa 2n =10

6| X6 0

Tabel 3.1. Pelabelan titik pada G(2, 5)

Setelah dilakukan pelabelan titik sesuai dengan definisi yang diberikan,

diperoleh graf dengan pelabelan titik seperti Gambar 3.4

(o)

Gambar 3.4. Pelabelan titik pada G(2, 5)

Berdasarkan rumus pelabelan bobot sisi yang didefinisikan di atas,

maka akan dicari bobot sisi pada G(2, 5) sehingga diperoleh :
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(a) Pelabelan untuk semua bobot sisi genap adalah

] (i) W(Xi, Xj)

1/2] (xux2) | 2(n-i-1)=6

21 3] (x2x3) 2n-i-1)=4

0| 4] (xoxa) 2
1] 5] (x,xs5) 2n-2=28
5| 6| (x5, Xe) 2n =10

Tabel 3.2. Pelabelan bobot sisi genap pada G(2, 5)

(b) Pelabelan untuk semua bobot sisi ganjil adalah

L] (i) W(Xi, Xj)

0] 1/ (xox1) 2n-i=9
03] (xox3) |2n=-i=7

0] 2| (xox2) i+1=3

4| 51 (xa,Xs) 1
314 (x3x4) 5
0| 6| (xo Xs) 11

Tabel 3.3. Pelabelan bobot sisi ganjil pada G(2, 5)

Berdasarkan hasil yang telah diperoleh, maka dapat digambarkan
pelabelan bobot sisi genap dan pelabelan bobot sisi ganjil seperti pada gam-

bar 3.5 dan 3.6 berikut:
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Gambar 3.5. Pelabelan bobot sisi genap pada Graf Halin G(2, 5)

Gambar 3.6. Pelabelan bobot sisi ganjil pada Graf Halin G(2, 5).
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2. Graf G(2,n) dengann =7
Diberikan penotasian titik pada Graf Halin G(2, n) seperti pada Gambar

3.7

|
/“
&)
S—

Gambar 3.7. Graf Halin G(2,7)

Label titik dari Graf G(2, 7) dapat dilihat pada tabel 3.4 berikut :

i X f(xi)

Ofxo|2n+1=15
1] x1 i+1=2

2| x| 2n=-i=12
3| x3 i+1=4

41 x4 | 2n-1=10
5] xs i +1=6
6|xs | 2n-1=13
7| x7 2n=14

8| xs 0

Tabel 3.4. Pelabelan titik pada G(2,7)
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Setelah dilakukan pelabelan titik sesuai dengan definisi yang diberikan,

diperoleh graf dengan pelabelan titik seperti Gambar 3.8

Gambar 3.8. Pelabelan titik pada G(2,7)

Berdasarkan rumus pelabelan bobot sisi yang didefinisikan di atas,

maka akan dicari bobot sisi pada G(2, 7) sehingga diperoleh :

(a) Pelabelan untuk semua bobot sisi genap adalah

L] (i) W(Xi, Xj)

1] 2| (xi,%x2) 2n-i-1)=10
2| 3| (x2,x3) 2n-i-1)=8
34| (x3xa) 2n-i-1)=6

45| (xaxs) | 2(n-i-1)=4

0| 6 (xo,xe) 2
17| (x1,x7) 2n-2=12
7| 8| (x7,X8) 2n

Tabel 3.5. Pelabelan bobot sisi genap pada G(2,7)
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(b) Pelabelan untuk semua bobot sisi ganjil adalah

] (i) W(Xi, Xj)

0| 1] (xox1) 2n-i=13
0 3| (xo,x3) 2n-i=11

O 5] (xoxs) 2n-i=9

0| 2] (xox2) i+1=3
0| 4| (xoxa) i+1=5
516 (xs,xe) n=7
6| 7] (X6X7) 1

0| 8| (xo,xs) 2n+1=15

Tabel 3.6. Pelabelan bobot sisi ganjil pada G(2,7)

Berdasarkan hasil yang telah diperoleh, maka dapat digambarkan
pelabelan bobot sisi genap dan pelabelan bobot sisi ganjil seperti pada gam-

bar 3.9 dan 3.10 berikut:

N 6 — 4 —
fl ’,/; “ 10 I 16 )
8 — S
ol A 2 »
(12} {15 (13)
\R T
N4
10 1 \ |
> .:1 “\- 4 \l

Gambar 3.9. Pelabelan bobot sisi genap pada Graf Halin G(2,7)
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S \\—/\/ ,
2] '«4)

- - \'.

Gambar 3.10. Pelabelan bobot sisi ganjil pada Graf Halin G(2, 7)

3. Graf G(2,n)dengann =6
Diberikan penotasian titik pada Graf Halin G(2, n) seperti pada Gambar

3.11

Gambar 3.11. Graf Halin G(2, 6)
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Label titik dari Graf G(2, 6) dapat dilihat pada tabel 3.7 berikut :

i | Xi f(xi)

O[xo | 2n+1=13

1| x1 2
2| x2 4
3(x3 5

4| xa n+1=10

5[xs | n-i+5=6

6| X6 2n =12

7| x7 0

Tabel 3.7. Pelabelan titik pada G(2, 6)

Setelah dilakukan pelabelan titik sesuai dengan definisi yang diberikan,

diperoleh graf dengan pelabelan titik seperti Gambar 3.12

D, {10) {6)

Gambar 3.12. Pelabelan titik pada G(2, 6)
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Berdasarkan rumus pelabelan bobot sisi yang didefinisikan di atas,

maka akan dicari bobot sisi pada G(2, 6) sehingga diperoleh :

(a) Pelabelan untuk semua bobot sisi genap adalah

i x) wW(Xi, Xj)

1| 2] (x,x) 2

4| 5] (x4,xs) 2i-4=4

516 | (xs,xs) 2Qi-4=6

0] 3| (xo,x3) 2n-4=8
16| (xux) | 2n-2=10

6| 7] (X6X%x7) 2n =12

Tabel 3.8. Pelabelan bobot sisi genap pada G(2, 6)
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(b) Pelabelan untuk semua bobot sisi ganjil adalah

i (xix) W(Xi, Xj)

O[4]| (xoxa) | Nn-i+1=3
O 5] (xoxs) n+i-4=7
2| 3| (x2,x3) 1
314 (x3x4) n-1=5

0| 1] (xox1) 2n-1=11
0 2] (xox2) 2n-3=9

0| 7] (xo,x7) 13

Tabel 3.9. Pelabelan bobot sisi ganjil pada G(2, 6)

Berdasarkan hasil yang telah diperoleh, maka dapat digambarkan
pelabelan bobot sisi genap dan pelabelan bobot sisi ganjil seperti pada Gam-

bar 3.13 dan 3.14 berikut :

Gambar 3.13. Pelabelan bobot sisi genap pada Graf Halin G(2, 6)
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Gambar 3.14. Pelabelan bobot sisi ganjil pada Graf Halin G(2, 6)

4. Graf G(2,n) dengann =8
Diberikan penotasian titik pada Graf Halin G(2, n) seperti pada Gambar

3.15

IX7|

] \
AN ——

Gambar 3.15. Graf Halin G(2, 8)
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Label titik dari Graf G(2, 8) dapat dilihat pada tabel 3.10 berikut :

Y f(xi)

O|lx | 2n+1=17

1| x1 2
2| x2 4
3(x3 5

4| xa n+i=12

5(xs | n—i+5=8

6| X6 n+i=14

7|1 x7 | n—-i+5=6

8 | xs 2n

91 xo 0

Tabel 3.10. Pelabelan titik pada G(2, 8)

Setelah dilakukan pelabelan titik sesuai dengan definisi yang diberikan,

diperoleh graf dengan pelabelan titik seperti Gambar 3.16
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Gambar 3.16. Pelabelan titik pada G(2, 8)

Berdasarkan rumus pelabelan bobot sisi yang didefinisikan di atas,

maka akan dicari bobot sisi pada G(2, 8) sehingga diperoleh :

(a) Pelabelan untuk semua bobot sisi genap adalah

Pl i) W(Xi, Xj)

4| 51 (s Xs) 2i-4=4
516 (x5, %) 2i-4=06
6| 7| (X6%7) 2i-4=8
7| 8 (x7,Xs) 2i-4=10
1] 2] (x1,%x2) 2
O3 (xox3) |2n-4=12
1|18 (xyxs) |2n-2=14

81 9| (xsx9) 2n =16

Tabel 3.11. Pelabelan bobot sisi genap pada G(2, 8)
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(b) Pelabelan untuk semua bobot sisi ganjil adalah

N I ) W(Xi, Xj)

04| (xox4) n-i+1=5
0] 6| (xo,xe) n-i+l=3
Of5] (xoxs) n+i-4=9
O 7] (xox7) n+i-4=11
23] (x2,x3) 1
314 (x3xa) n-1=7

0| 1] (xox1) 2n-1=15
0 2] (xox2) 2n-3=13

0 9] (xox9) 2n+1=17

Tabel 3.12. Pelabelan bobot sisi ganjil pada G(2, 8)

Berdasarkan hasil yang telah diperoleh, maka dapat digambarkan
pelabelan bobot sisi genap dan pelabelan bobot sisi ganjil seperti pada gam-

bar 3.17 dan 3.18 berikut :

(8)— (12) ~——%)
(3 (ir§ 9
\ ls
&% L (I 1
(2) = [16) [8)
N 14

10

Gambar 3.17. Pelabelan bobot sisi genap pada Graf Halin G(2, 8)

32



L

Gambar 3.18. Pelabelan bobot sisi ganjil pada Graf Halin G(2, 8)
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BAB IV

PENUTUP

4.1 Kesimpulan

Berdasarkan hasil pembahasan pada bab sebelumnya, dapat disimpulkan
bahwa Graf Halin G(2, n) adalah graceful. Pelabelan graceful pada Graf Halin
G(2, n) didefinisikan menjadi 2 kasus, yaitu kasus untuk n ganjil dan n > 5, dan
kasus untuk n genap dan n > 6. Pada masing - masing kasus diperoleh pelabelan
titik dan pelabelan sisi yang berbeda. Akibatnya diperoleh bahwa Graf Halin

G(2, n) adalah graceful.

4.2 Saran

Pembahasan mengenai pelabelan graceful ini masih terbuka bagi peneliti
lain. Penulis menyarankan untuk melanjutkan penelitian ini pada aplikasinya dan

bisa juga mengadakan penelitian yang sama dengan jenis graf yang berbeda.
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