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ABSTRAK

Dalam makalab ind didefinisikan konscp integral MeShane-Pettis untuk funaesi
- yang memetakan suste sel E di R" ke suvaty rusng Banach X Dengan
menggunakan fungsi imerval pada Xoleksi semua interval dalam sel £ o R
dibangun definisi primitif fungsi terimegral McShane, Selanjutnya akan dibangun
defimisi  primitif fungsi  tecintegral  MeShane-Pettis. Dalam  penslitian  ini
dibuktikan kekentinuan primitif dan funzgsi lerintegral MeShune-Peitis,

Kevwords: Primitf fungsi terimzprs]l MeShane, Primiuf tfiungsi terintearal
MeShane-Pettis,

1. PENDAHULUAN

Plelter (1993) menyusun teor! integrs! MeShane pade suane Euclide R?

(bernilai eil) dengan menggunakan persekitaran berupa kubus (cubes dan volume
vang digunakan berupa fungsi colume vang bevsitic wmem jadind desn nen
negatif).
Pada tahun 1994, Gordon membukiiban Baliws aomak Biness Beenilad @l intewrul
Lebesgue ekuivalen dengan imepral MeShaoo, Densan menegunukan hasil
tersebut: Guoju dan Schwabik (20021 membandinekan e Lebespue-Pettis
dengan integral MeShane fungsi vang memetnkan interval di dalam £ ke ruang
Bapach A Berdasarkan definist integral Debescue-Petiis Gun intczenl MeShane
dibangun defimsi integral MeShane-Petiiz

Dengan menpgunakan fungst interval pado koleks) setion imerval dalam
sel. £ R, dibangun definisi primiff tunes: evinteeral Moshune, Selamuthy s
akan dibangun defmisi primint funesi redoicprgl MEShuge-Peis  Dalany
epehinan i dibukitkan kekontinuan promitd den tunes: ennteurnl Meshimne-

Pettis.
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2. TINJAUAN PUSTAKA

Herikul ini disajikan definisi dan beberapa sifs dasar utegral MeShane
fungsi yang terdefinisi pada sel £ = 8 Ruang #" merupakan ruang bernorma

terhadap norma | | :'|.1:| = maks|v; . Schagai akibatnya jarak (meiric) antars

1
) EF TR

du titik atav antara dua vekior X, p & B dinyatakan densan

| = paeries j{,:.'r -y |:e‘= I.E,...,ri}.

dx,r)=lx -] =
- =
Jarak amara titik x dengan himgpunan A di dalam & adalah

c!{._r“»lj = inl'l.:![,_r,_pjl : 5 ed},
Untuk ¥ = " persekitaran [neighborhood) titik x dengan jari-jari ¢o= 0

didetinistkan dengan

Blx,ri={y:re R" dan 'l.x' - I1'i R vl

dika o= (g 0y eyn, ) dan b= (dy o fry ey b, D i itk i dalaen 87 maka interval
|_.;, .":-J vang didefinisikan dengan

wo| = it e Rmrg Sy sk wtiki= 1§ it disebul interval teriutup - sejali

(en-degenerated closed interval) atau sel, jika a < b, Jika tidak demikian iﬂ._.;a
usehat interval degenerated (degenesated interval).
Roleksi sel dikatakan sidak saling Wwmpang tindih (non overlapping) jika interior-
mterior sed ersshut szl nEIng

Berikut inl beberapa sifsn interval dan sel. Misalkan 4 by, Ay selgel
vang wdak saling tumpang tindik i dalan sel £ = /87 dan E,..r:,...,x_P{Ii dalam

3 Himauiin petsanad s 1k [ = A,
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fA, .H},{;I:,E},..., f.qp,;r;}} disebut partisi Lebesgue di dalam {pada) £ = #°

ika (Jd, < & [ L= LJ

i=I i=I

{i) Jika 2 — {4, xJ} partisi Lebesgue di dalam {pada) £ dengan Ir- e A unuk
setiap Fmaka 2 disebut partisi Perron df dalam (pada) £,

(£i) Jika & fungsi posiif pada £ D = /4, xJ} panisi Lebesgue di dalam (pada) E
dengan A, = Bix .8 Huntuk setiap @ maka ¥ disebul partisi Lebesgue
[deShane) &fine di datam (pada) £

Titik x dengan (L.x] = 0 disebut 1itik terkail (associated point) dan | dischut

selang & line dengan titik terkair . Unmok selanjutnya yang dizunakan di dalam

fulisan ini adalah partisi MeShane 3-fine. Tntuk setiap fungsi positil’ & pada sel £

< &7 terdapat partisi &fine pada E,

Fungsi ; T2 & = R dikakan teloepmnl MeShane patd £ jiki feodanal
bilangan & = & sehingga uniuk setiap bilangan £ 0 lerdap! funesi positf d yang
didefinisikan pada £ dengan sifat ungk setiap partisi MeShane dfine D = Il

-\__:.'.'I = {l:.'ll-:TF! '!'..':Jr_-.l\: :' .l_.l|I :' r“dal.-'l_ d-llq..||.d-|.|-..|-|
o T
Ny fiEud) IE FE ) 'ii <odengan ) menvateban  ukuran
=)

Lelespue pada sel f,

lFungsi £ & — R terinlegral MeShane rada bimpunan terokur 4 — £ ik
L wrnintegral MeShane pada £ dengan v fungsi karakteristik pada A Koloksi
semua fungs: terintegral MeShane pada sel £ dilambangkan dengan 3ei)
Selanjutnya § = & ving dimaksod dalam Definisi 7 disebut nilsi mtegral MeShane

tungsi f pada £ < &" dan ditulis § = (A1) If
&

JiRafog o £ - 8 terintepral MceShane mada sel £ < &" dan ¢ suatg skalar,

maka f + g dan ¢ f terintegral MeShane pada £ dan
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(M) fif v = (M} |£+(M) g dan (M) [or = o (M) [ s '.
i i & -'- L9 ll. s

Fungsi 7 £ — 8 terintegral MeShane pada zel £ jika dan hanya jiks untuk

seliap bilangan £ > 0 terdspat fungsi positif & pada I sehingea untuk setiap

partisi MeShane d-fine 2, = 47 : Mdan Py = il .E,l;p:ada E berlaky

(BIY 7@t ~)Y f Eppt)| <
Jika f terintegral MeShane pada sel £ dan L2 di dalam £ vanp tidak

saling tumpang tindih dan £ = E £, maka ferintegral MeShane pada £ dan

SO [F =00 [ [

Berdasarkan definisi dan sifa-sifar vang telah diveaitan dibangun definis:
tntegral MeShane-Pettis sebagai berikul
Diberikan sel £ &= B, Fungsi 70 F — & dikatakan terintegral MeShane-Penis Jika
untuk setiap himpunan terukur .| & E terdapul vekTor vy &4 dan umuok setiap ¥

e X" fungsi x %) terintegral MeShane pada A sehinggn v *i 0 = () [ =X ()
1

Jika frerintegral MeShane-Pettis padya £ vaitu untuk setisg hitpuman terukur 4
£ terdapat veltor x;, & ¥ dan untuk seliap x* e XY funesi v¥ terintesry

MeShane pada 4 memenuhi X = (A X ) makanital v Al
4

holckst semua funpsi tertmisgral MeShane-Petiis pacts & dilambianukiin
deppan MPE) Selanjutnva vektar xie = X vanp dinaksod disebot golag Inteira
MeS hane-Pettis fungsi fpada 4 = F dan diulis xe = (0P | [
Tadi x ¥ o) = x " MPY T F )= (A fx®{ry.
A A

Jika £; dan £: sel-sel rduk saling tumpang tindil, £ = VPE L i f e Ve

:'I'Iﬂ]-'.d_.f'-h' -Il'fPr.EIUEJ,J ':Jﬁﬂ II-.-II-.Ir-Ir:'.I i‘.l‘ =i [Jll.irl'l'l': j_" i | I-.'I.'Iul J- COLILEE s -\.:_:1 I:-!'l':_'\.:ki:_--l

terubur 4 = £ dan B = s Jika f e MPRE) maka ¢ = Lo unluk setip sel

bagian B = &
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Misalkan ¢ fungsi interval aditif vaita Gefy L fs) = Gl = Grdsh untuk
setup dnterval frdan fy | 00 e 00 = Fungsi G vang dimaksud ini adalah fiampsi
Pernilai vl vang terdefinisi packa B, yaitn keleksi semos interval bagian se] £ = f"
dengan Gl = 0 untuk interval degenerste | = £ Fungsi aditif ¢ dar; E ke'k
dikatakan Kontinu i sel 7 < £ jika unuk setiap bilahgan ¢ O terdapat 5= ()

dengan sifal vatuk setiap interval J < fdengan |4 < i berakiba (el k<&, lika

G Ronting di setiap sel /' = £ maka dikaigkan {r kontinu pada s¢] £
Fungsi aditif G dari E ke & dikmakan kontinu pada himpunan terbuka
I = £ jika untuk setiap bilan Lan &= terdapat 5 = 0 dengan sifar unuk setiap sel

f'.= 8 dengan |J| < g berakibar (G < ¢ |

Fungsi aditif ¢ dari E ke ® dikarakan kontine mutlak pada scl £ ditlis
O & ACES jika untuk setiap bilangan £ 0 terdapat 5 = 0 dengan sifa) uniuk
setiap Xoleksi sel D= 4] . =1 2 - d} yanz tidak saling tumpane tindih di

dalam £ dan EU < berlaky E;f_r'[.-’

3. METODOLOGI PENELITIAN

Metode yuns dipueakan dalum penchinzn intadalah metode smad; lizeratur,
Baman-haban  vapo dimeriukan b kehsep-konsep  dasar dan  teari-teor
pendukung diperpleh de: ean menelusurt bukw-buku teks dan jurnal-jurngl imiah.

Berdasurkan data vang el desusun, dibanpan definis fungsi primitif dlari
fursi terintewral  MeShane-Paris Langhah berukutyva adalah membuktikan
mekonitnuzan. funpsi primiel e miteeral MeShane-Petiis denpan mengaunakan
kehontinuan fmes peimitl dar lngsi imepral MeShane, Terakhi adalih
fenyelidiki akiba-nkinat  dall kekontingan fngsi primide rersshyt terhadap

W e e R o ey e e e
LLI R 5 .;..II||,|,,:_' LB} Sl M [
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4. HASIL DAN PEMBAHASAN

sifat kortinu primitif fungsi werintearzl MeShane-Penis dibukiilan denzan
menggunakan Kekentinuan primitif fungst terintegral MeShane. (leh karena it
terlebih dahulu dibakas tentang definisi sifat kontinu suatu fungsi dan pembuktian
Kekontinuan primitif fungs: terintegral MeShane,

Berdasarkan konsep pada tinjavan pustaka dibangun fungsi primatif —M
alas lungsi terintegral MeShane pada sel £ = 2. Koleksi semua sel bagian scl E
dilambangkan dengan E.
Tika @ fungsi inerval weedefinisi pada © dan untuk sctiap sel | o F Gl
merupakan nilai integral-M fungsi 7 pada se] § maka G disebut primitif intesral
MeShane F(primidf-f} pada sel £,
Oleh karena itu jika G merupakan primicif-5 fungsi f = MyE) maka G merupakan
fungsi imerval aditif pada sel E, vaitu G W/ C) = GiB + CC) untuk sebarang 8
dan O sel bagian £ vang tidak saling tumpang tindih,

Setelah dibangun primitit-M atas fungsi teemitegral-M pada sel £ maka
selanjuinya definisi integral-M dapat ditulis sebagai berikut:
Definist 1: Fungsi £ E = 8" — R dikatakan terintegral MeShane ke GeE) jika
can hanya jika  umuk seliap bilangan ¢ = () lerdapat fungsi posilif & vang
'~i--|'-'|'l"‘35iki"i1 paca £ dengan sifar untuk setiap partist MeShane Efine £ - {rt,

';: W= :[:',-._:.', :-.f.f_\.:__;_: |.....{I,,,EI,';|} pada £ berlaku

ir, D]i _.-"{;F].uh' :-—-:’_F:J']I <&

Lemma 2. Lemma Henstock, Iika /= M{E) vaitu untuk sctiap bilangan &=
wrdapat fungsi positif & vang didefinisikan pada £ dengan sifal untuk setiap

partisi MeShane Giine  D={f &i= {ENEDa 50

pada E-berlakuy !If f.L']:_b: ! [;':'],u[f] —G) <
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maka untuk setiap partisi MeShane &fine 0 di dalam sel E dengan DrsD

berlaku |ch, X S = N <2

Berdasarkan Lemima di atas dapal dibuktikan teoremn berikou-

™ sEm i ' o
Teorema 3. Jika f € M(E} dengan primitif ¢ maka unuik setiap bilangan g0
terdapat fungsi positif & vane didefinisikan pada £ dengan silat unouk setiap
partisi McShane afing

b o= gl 2 = (&0 at], E)) pada £ herlaku

(s |, MN-Glly <&

Teor: Jika G merupakan primitif fungsi terintegral MeShane fpada scl & o
£ ! antinu pada sel £,

Teor: Wiicikan e MyE), Jika G primitif Sungsi ke O kenting mutla
pada £

Berikul in disajikan definisi derivatif ki primitif fungsi werimewral Me Shane

Definisi ¢ Misalkan G E =R - Rdan ¢ e E Bitangan 1. adalal dertvar! ke

------

dart G odi ¢ jika untuk setiap bilangan &= 0 tevdapal fungsi posiit & sehingon

ey |
|Ef’E —df
LR I

jika J o Bie.d1m E. Titik o vang dimaksud sidak harus mervnsban anggata |

Teorena 7.
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Fungsi G ierdiferensial kuar di setizp titik pada E fika oan hanva jika ' kanting
puda B Khususnya jika G terdiferensial kuat di setiap titik pads E maks G
Rontinu kuat pada E

Misalkan  koleksi  semua himpunan  bagian terukur sel £ = g7

dilambangkan dengan /) Fungsi £.: [fE) — ¥ dengan rumus F{4) = { M) {.,"'

3
dan F{gh =0 unuk setiap himpunan terukur o = £ disebur primitif-MP fungpsi ¢
paa sel I,

Tika F merupakan primirif fungsi ' yang terimegral MeShane-Pettis pads
suatu sel Fomaka F merupakan fungsi aditif yai FrAuB) = F(AY + F(BY untuk
sebarang himpunan terukur A den B vang saling asing di dalam se| E.

Selanjutnva definisi integral MeShane-Beris dapat dinvatakan sebagai
berikal:

Definisi 8. Fungsi ¢ Fop? o x dikatakan terintegral MeShane-Peliis jika dan
hanva jika umek setiap himpunsn terukur 4 — § terdapat vektor Frd) e v dan
untiek setiap x* = ¥'* Fungsi ¥ *(7 weeintegral MeShane pada 4 sehingga v ¥y ey

f= i fxz () dengan Fp= Wy _’I
4 7

Teorernn 9 Misalkun F primisiap Ringsi £ Vika f & MPE) makn £ kontin
pada Ty
Bukti .

Barend ¢ & MPUL) aiaka tnik et | mmuan terukor 4 o & terdapat vekior

¥y € N dan untuk sclinp v* £ e lungsi x4(f) terintegral MiShane pada A

schivgps x*x, 0 = iy fa={ dengan ;. = [ 8P)Y | .,

A i
Ambl seiarang: bilangsan 0> 0 dig - ACEY dtneat B b Rniem ¥¥i
terintegral MeShane pada 4 maka Privaitil fnpsi $%8. sebat €5 kontinu pada o1,
Akibatnig lerdaput Lungsi nositl fonuam AR sehingea berlaku

L) =G| = £ . Perhatikan
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£ A - Cr'{El']| = ||f.-'1ﬂ .[.:"__.l' - [,'J}_[.‘r‘_,"’

= PR )= ()

o o (|

= ||_r |]|1, iy, .r.-'ll||

Dka x"e 8 (X*) maka I |« &, Karena Fldl=x, , = (.-1:"I’J_|'_,|"Jtlak:|

Xy AT "

terbukei primitif-MP fungsi fkontiny pada J(E).

5. KESIMPULAN

Berdasarkan definisi dan sifit-sifar integral Lebespue-Pettis fungsi bernila;
ruang Banach dan integral MeShane fungsi bernilai ril dibangun definisi suaiy
mtegral yang dinamakan denpan integral MeShane-Pettis fungsi bernilai ruang
Benach, Telal: dibuktikan beberapa sifat sederhana untuk fungsi terintepal
MeShane-Pettis,

Sclanjutnya berdasarkan definisi Fangsi interval aditif, dibangun definisi
primitif [ungst lerintegral MeShane, Jikz fungsi © terintegral MCShane-Petris,
maka primitithva ada dan kontinu, Beberzpa sifat lainnya dengan svarat-syaral

tertentu fuga dipenuhi oleh fungsi priminf ini.
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