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SIFAT REKONSTRUKSI DENGAN FRAME
DI RUANG HILBERT

( Reconstruetion Property With Frame In Hilbert Space)
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ABSTRACT

Let H oa Hilhert space. A frame in H is a set of vectars in H, not necessarily orthonarmal, which
ean ke used to wiite a straightforward and completely explicit ex pansion for every vectar in L In
this paper, & special property af frame will be discossed.
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PENDAITULUAN

Miszlkan V' roang hasil kali dalam  dan
B={vi vy ..v tbasis  ortonormal  untuk W
maka menurot Krevszip{ 1978) setiap vektor
ve Y  dapat ditulis  sebapai  veav vy
—ootev ey, Secira umum, umuk mmng
Hilbert H dengan {w; jeMN} adalah hasis
ortonormal untuk H, menurut Krevszip (1978).

setiap f=H  dapat ditulis  scbagai
=3 <, =,
=l

Danbechies{ 1%%2) menvatakan bzhwa
kita masih dapat merekonstruksi setiap vekiar
F di ruang Hilbert H dengan menggunakan
himpunan { g, j2} I himpunan indeks vang

bukan basis. waitu menulizkan £ schagat
f=z~=:f'._|,.'.fi =, asalkan g JE1}
el

membentuk frame.

[alam praktcknya, apakah kita akan
memilih basis ortopormal ataw frame untuk
merekonstruksi 02 H, tergantung dari persoalzn
yang dihndepl. Karena, baik basis ortonormal

maupun  frome mempunyai  kelehihan  dan

kekurangannya masing-masing,

Fekonstrukst denpan basis ortoncrmal
hanya membuotuhkan  sato  fterasi  untek
memperoleh  kasalahan  rekonstruksi ool
sedangken secarn umum tidek demikian hilnya
dengan frume. Sebaliknva, rekonstrukisi dengan
frame  memberikan  ekspekiasi kKesalahan
rekonstruksl lebih kect]l dibandingkan dengen

ekspekiast kesalahan rekonstruksi denpan basis
arionormal CArmawa, 9907,

Berbeds  dengan basis  ortonermal,
rekonstruksi dengan frame  tidak  tumggal
{Dnbechies 1992), Walavpun tidak fumggal,
tetapi rekanstruksi dengan rame memberikan
kocfisien dengan sifiul khusus.

Pada makalah mi akan dibahas saleh
satn sifat dart koefisien rekonstuksi densan
fraese.

KONSEDP ASAR FRAME

Definisi 1 Misalkan H ruang Hilbert dan J
sualu - himpunan  indeks,  Kelusrga  veklor
P e Iy, di H disebut frame, apabila terdapat
A BeR 0 <A =B sedemikian sehingga

AlfF =¥ )=, = =B, fel.

A dan B disebut baias frame. Apahilz A dab B
samia, maka {10} disebut frome tetat.
Dengan demikian, pada seato frame ketat, kita
perolel
gl o 4
JF i :-| = Allf] . fe 1.
i

Hubungan basis ortonormal dengan frame ket
di ruang Hilbert dinyatakan dalam t1ecrema
herikut.
Tearema 1 Misalkar H ruaeg Hilbert.
Keluarga vekior [ w2 je 1}, menihentik basix
arfemormal off H fika don hanpa jive beluarge
vektor {w it JE 1y memheniuk frame kesat i H

|;""r1"=!'

dengan batas frape A=B=1 don |
Yijel

a5



Bukti: Misalkan H ruang Hilkert dan

jely  basis  ortonormal  di  H. Maka
f=E‘=F-'F". o Y rIeH. Akihatnya
Fall
|I'i|-I EEl-:: f g :=-|:- ladi, fwpjel}
=l

membentuk frame di H dengan batas frame
A=B=1 dan I|z.afj||=] ¥jel. Schaliknya,

misaikan ||q.'-'i|'=], Wjel dan {y) : jel}
membentuk frame di ruang Hilbert 1 denvan
hatas frame A=B=1, Terlebih dahulu akan
ditunjukkan {wrijel}
aranormal di H, Karena wje M, ¥ €], maka
Lite peroteh

bahwa himpunan

&

o = Slew o =l

Lel ke

IIE.-'_I|E- =1, maka <, ==0, %)=

Karena |
k. Selingga {wri:jel} himpunan ortonormal
di H. Selanjutnya, karcna kesamaan Parseval
dipenethi, vakni
2lefwy = =]
jal
Maka fwej . j=d} himpunan crienormal vang
taral di 11
Jaali, { g, 31} basis ortonarmal di H, =

f=H,

Sifat "tetal”™ yvang dimiliki oleh setiap hasis
untuk ruang Hilbert, jupa dimiliki aleh frame,
seperti dinyatakan aleh lemma berikut,

Lemma 1 Misalkan {2 je )y swatu frame
di ruang Hithery H devgan batas frame A dan
B, AZE Jkafelldan <fw >=0 Vjel
Maka £=1L

Bulitiz Mizalkan fe H dengan -::E,I;.'-'J > [
7 je 1. Maka

AT =3l oy of =02 B
-

Karena <A, maka "a'E: = {1 Akibatnya = (L
L

Lehih lenjut, misalkan {e) - jel} sunty

[rame Ji reonz Flilbert H, maka terdapat A,
Be, 0= A =B sedemikian sehingra

A = Y|ty o =Bl feH.
jel

6

El{ TS }!?

Ini berarti, harisan { < fyr, =1e £i). Dengan
demikian  kita dapat mendefinisikan  svatu
pemetaan dart ruang Hilhert H ke ruanye Hilbert
P{Iy sebagai berikut,
Definisi 2 Misalkan {g;:je T} suatu frame dj
ruang  Hilhert H, Operator linier T yang
memetzkan  vektor el ke barisan
(= Fw, =) . vakni

F:H—Fily

FO{ |‘14';;j =

Discbut gperaior frome di H.

Misalkan [ : jelI} suatu frame di cuang
Hilbert H dan F operator frame di H, Maka
terdapat konstanta A dan B dengan b= A = B
< oo, sedemikian sehinggne

Al = |Fee = Yk g, 5 s Bje] el

Pl
Int herarti, F operastor liniee terbatas dan

b | —

|F|=B2.

Misalkan e=(c)ye P dan fe [, maka operatar
adjoint untuk F, vakni F dapat diperaleh dar:
hubungen

«Fefe=ce Ff o= ELEHT
=)

kal jul

Sehingza Fe = % ¢ o . Masalahnya, npakal
AP Ll | g
el

dijamin EG.'-F.EH' Teorema  berikut
|

menjain kal ini.

Teorema 2 Misaltan Jwijel} swein frame

el i dlergann bafory frame A dan B, A< B, Maka
W EH (g el

e, H. (g 1))

jad

Buktiz Misalkan { g yePilydan N, Me O, N

) hl
= M. Tulis ¥y = Z“u'-'"". dan Yy = chwj -

Iz izl
el
Maka Yy - Y= ECJIF."J . Akibatnya,
Jehfil
: K
"Yh _YM" T Zﬂjg'r_ﬁ ‘I'ru = v:ﬂ o=
bt
H
z:"i WL T =Yy P
FEYN



r L W
| -‘:jl [Ei{‘fﬂ LT ""l ]
Leebald 4 \.-'H'I J
=
1 1
g :Iw;,-' ., L
| Elcll El*:‘r.h oy b }l
LR L I O 1 ok r
| &
5 ,Z|.:|J (], - ‘:.:’H|||
Iu'i-'ﬂl
. l.— u _-ME
Sehingea, ¥, = ]| 2B El"u!‘J _
 inbie
Selanjutnye, karens, maka |I"r.‘ - "r'hll — {l

ila M — oz, Jadi. (Y] bacisan Cauchy di 11

= o
|'\.|'|E|-\. -
b

- L.I
‘>_‘ I. [ -1
It ]

1=l

Earena H faks

o phap,

[m Y,

s

Dengan demikian kita dapat mendefinisikan
aperator T dari ruang Hilbert f:[.i"l ke ruang
Hilbert H sebapat berikut.

Bt tn— 11

{e;y U Lu)z_.u'].
il

Ini berarti, F* suaty aperator linier, Selanjutnya
1

mc|1gi|1gnt_||]1|=||F'|| dan |F| = B2, maka kita

peraleh

]
[F e <|E I l=IF L el <B¥ |e],
¢ e Pl
Jadi, F* cperator linder terbatas,

Perhatikan bohwa, spabila {4

: e l}suatu

frame di I maka {=<f =1y, Yrell.

Akibatnya | Z(-’: Epr; =lyr; & . Dengan
wl

demikian kita dapat mendefinisikan operator
= F vnag bekerja pada H schagai berikue,
F*F:H—H

r O Z(-:: For =i

Karena F dan F* masing-masing aperator linier
terbatas, maks komposisinya juga operator

limier terbatas, Disamping itu, ternyala F*OF
mempunyial - balikan, ini dinvatakoan oleh
tecrema berikul.

Teorema 3 Misalkown L] =1} ST frane
i ruiang Hilbert H dengan batas frame A don
B, A= B. Mivalkan pula F operasor feame of H,
F* vperater adfoine wink F, don 1 operator
felensitar i H, Miaka

Al<F*F<Bl dan Bl (FrF)' 2
Al (2.1}
Dengan (F* FY' merupakan balikan dari F* T,
Bukti: Misalkan [, @ jelt svatu frame di
ruang Hilbert H dengan Latas frame A dan B,
A< B. Maka

Al = e fop, ;-|: =Bl feH
il

Sementara i,

E-’-'r'.-;.-': el B o=l af

EE-\: |'_||||'_I '.-r =

e N B M A

[ wil

=< Ff,Ff==<F*F I, [=
Akivatnye, AfF|T = < AIF, f= = < F*Ff, f
w2 <BIf, T = B’ atau Al<For=sl

selanjutayva, karena A=0 dan AT = F* [F = Bl ,
maka F*F operator positif. Sementara it Al
dan Bl masing- 1114”11% nr-:r'ttr.-r F-:_'“SI.IJ Ic,ﬁam;.
dengan IHI",I dan [‘ilj =Bl
ARibatnya, Bl [T"I-] zA L =

Sckarang akan dikaji keluarga vekior [(F*F)!
wi t jel}. Kelwergn wektor ini fernvaia
membentuk frame. dinvilakan eleh teorema
bierikut.

Teorema 4 Misatkan {2 je 1} s frave
i reang Hilbert H denoan batas frame A don
B, A< B. Maka {2 jel} dengan = (F*

F}'I W miemeboeming frome of H dengan baias

frame A dan B

Bukti : Karepa (F* F)* = F* F dan [* = ],
maka {(F* Fy")* = {F* FY'. Akibatnya, untuk
sctiap fe H kita peroleh

<f, === (F*Fy g,
=< ((F* FY ) £, 2= <
(F*FY' I, gy
[engan demikian,



Z;"—:f,l;'-__ _':\-|E =
el
Z|-:: (F*Fy° £, :=-|‘I
jel

}:-::[F*F}" Fy, > <(F*Fy' Ly, =
i3

«{<(F*F)" g, =) (<(F*F) f; =) »

< F{F* Fy' [, F(F*
Fy' £
=< l:-]'.'x i.'J" foF= F(F*

FY' f===<(F*F1" f,f=
Selanjutnya, mengingat B = (F* FyY' = A7,
maka kita perolch

B s Tlen sz a i feH.

13|

Jadi. [J,:fli jelt membentuk frame di H
dengan batas frame Al dan B =

Drefinisi 3 Misalkan {4 (j= 1} suatu frame di
ruang Hilber L F operator frame &1 HL dan F*
eperator adjoint untuk F. Keluargs vektor “’Ei ;
JE 11 dengun tl.'?j= (F* Ty B disebut frame

clrigd dari frame i, 2je l}

Flubungan antara operator ffame ' denoan
aperatod Fovang memetakan Fe bl ke borisan
{<F rfij = 32 P, yakni
F:il— &N
F O (<, )
dinvatakan dalam tecrema berikul.

Teorema 5 Misalkan F o operaior frame uniuk
framie dual {l;.'?j D je 1 dan F aperatar frame

unlak frame { . cjel}, maka

{1 F =F(F* Fy'

(DF*F=1=FF

[3}F F*=FF *, merupakan operator proyeksi

prfagora peda Ronge(F) = Range f-i": X:

Bukti:

(1% Ambil fe H, maka FOF= FyY'f = F{(F* Fy'n)
=< (FET, g =)= (=1, (F* FY' ;>

=(={, & =1=Ff

Jaede (1) welah terbuki.

(3) Ambil fe M. Karena T = F(T* By, maka
F*F = (F(F* Fy'y*Ff = (F* Fy'F*Ff =
Itdan F* F £=Fo(F{F* Fy'yf= 1T
Jadi 2} welah terbukei,

(3} Akan ditunjukkan bahwa:

(a) FFrc=FF*¢, ¥c=(e) e BN,
{h) Range (F) = Range (F ).

{c} F Fr provekst orogonal, yaite F F*
idempoten dan sclf adjaint,
i(d) Range | F F*1= Range (F).
(a) Ambil e={c) =801, maka FF* ¢ =
F{E(F* F1'i*e = 15{F* Fy")Ftc = FFee.
() Ambil c= Range (F}, makac=(<F, I =)
untuk sust f= H berlak
e={=(F* Fy'g. w =) = (=g . (F* F)"
gt =)
= (<g. #>)=F g=Range (F 3
Schingpa Range(F) < Rane {F T

1 (-l:' % maka untuk

(]
=

Ambil e=(g;) & Ran
suatu e 1 berlaku
N o |I_-J'I:=-‘,. = (<f {F* F)" B =)
S(<(F*FYL, g2y =
=FlF* E":I'If bz Range ().
Sehingea Range fT | = Range(F),
{c} Karena FF* = FiFF= Fy- ¥ = FiF* Fr
'F*. maka
(FF ey =(FF*)¢T #)
= (F(F* FJ'F*) (F(F* FYE*)
=F{F*F'F*=TF*.
Sehingza F F- aperitor idempoten.
Karena FF * = Fi{F= Fy'F*, muke
(FF *)* = (F(F* Fy'F*y* = F*" (F(F=
Fe
=F{F*Fy'F*=FF .
Sehingga F Fe operater sell adjoint.
{d) Ambil e=(g) € Ranpge (F), moke untuk
suate fe H berlaku
¢=(< 1, p,¥) = (<f, (F* F} (F* FY'
w, =) = (<(F* FYT, (F* FY g =) =
=(<F*Ff, F=)=F(E*F Q-
F F=(F fi= Ranpe l{ﬁ F*}
Sehingea Ranpe(F) < Ranac (T F*y,
Amhil e=(g) & Hange (T F*r, makz
untek suatu d = (d) € Fih. berlakn



() = FF* () =

Fi2d,w))
jal

(=24, v =)

H9)

- G )

jel

(<3 d, (FrF'y, , w;»)

jar
SO X
icd
F( > d, ¥ )
jel

Karena EII.'.T’J.: jelsua frame di L0,
I:d_.}EF[J:I, dan H lengkap, maka menurut

tearema 2, Z dj I,:_Fj eH. Akibatnya
el
Sehingua

F(3 d @, ) Range(F).
w d

Ranpe( F [} = Range (F.

Jadi (3} 1ciah terbuke, |
Selanjmnya, karens FofF = | = F*F wau
T *Ff=f=F*T £ sctiap F= H, vailu

I" =%
Z-:.F._l;.-f;:v@fj=z-:;f:tr;?1}{l“ Fi' o,

el el
[2.2}

Apabila g,
dar (2.1} dan (2.2} kita peraleh

:jeltsuatn frame ketat, maka

f= l'}'*"aiu T,
A Eﬂ I 1
Walaupun rekonstruksi dengan frame tidak
tungual, tetapi frame memberikan rekonstruksi
rI-:nEnn koefisien rekonstrukst  vang paling

ekonomi, yaitu :‘=Z-:f‘,e§j =, sepert
jul

dinyarakan dalam teorema berikuot.

Teorema & Misalkan H rueang Hilborr, [, :

jel) sworu frame df H, dan feH,  Jika

f=E ik wrink seatn e={) E[-‘U}I ek

il

Ei'ﬂ' ’}th“ﬁl :’1

jal el

Bukti : Misalkan fe H dan F=Z-cj g, untuk

jul

suaty e=(g) &80 Maka [ = F*c dengan F
menyatakan operator frame untuk (@ je 1],
Karena FF* = i
sroveksi orogonal pada Range (F ) = Ranpe

Fl'* merupakan operator

(Fl tulis e=ath dengan as Range (Fy =
Range (F) don b L Range (F). maka |||:|§:=

"ﬂE:"'ihil!. Bareny ac ]lilﬂ_l;t'{.li_'- Y maka

terdapat peH  3a F £, e=F a+h.
Akibatya f= Fre = F*F g+F=h. Karcna b L
Bange {F), maka =<x, Frh==<[% b==0, ¥ v H.
Atan Frb=0, Sementara itu F* F =1, ekibatnya

AT

=g, Dengan demikian e=F f+b dan

e o -
ol :
Yt o+ bl

=)

i
] T ¥
o Z|-H f. :-|
jiel
Jadi, tearema 6 t2lah terbuki. m

=

CONTOH REKOMNSTRUKSI DENGAN
FRAME

Contoel 1 7 merupakan ruang Hilbert vang

berdimensi 2 atas 1. Perhatikan keluarga
vektar vy, we, wil depgan w=i0,10,
o
Vi L
V=] = Sl b } dan 11—[— ——}

"-r1:|:~..]u...n u= {:| by = O, |11..1L:|. th'l "u:ruh: ¥

|--: U,V S =

"'. —Hﬁ_k: 1

2 a3 B[
[of "+ -
1 21

F 2

- e

= =R g
IRe| a"u{ EJJ*iia1+ —|bf =
)] g
Eﬁc[iﬁ{ = Eﬂ

c3 1 2

dy 2 2
Iyt
E"u{ :
Ini berarti keluarga  vektor vy, vi vl

membentuk frame ketat di 0, dengan batas
rarme M2, Dengen demikien, setiap f= 07
_— . 2

dapat  dituliz  sehapai I‘"=—l=:1 NV

- i,,|



]
Selanjutnye kercna Z v, = I maka Kita juga
=l
9.3
f= —-ZI:[{ f.v; >+a]v; dengan
£
e e O, @ seharany,

peroleh

Contoh 2 [ merupakan ruang Hilbert vang
herdimensi 2 atas [, Perhatikan keluarga

dengan w=( === {1},

N

I 11 [ 1
voe{l), — ), VM= = Jdan vi=[—.— =)
S 3t 3
Misalkan x=(ab) =11, maka Kita peroleh

vektar vy, wa, v, vy

ol E 2 . .

l|{ KoV :=-| = ||x|' Ini berami keleargs
j=l
vektor vy, vy, Vi, vy} membentuk frame ketat
di 17, dengan batas frame 1.
Zehingga setiap fe [0° dapat ditlis sehapai

a

I'=EI'-::1 NGBV
=

DAFTAR PUSTARKA

Bartle. kG, (1960} The

Integration. John Wiley & Son, MNew
York.

Element of

Genedewa, 11, {1996) Gahor Frames for L7
and Related Space, dalam  Wavelets:
Mathematics  and  Applications, 1.J
Benedetta and M. Frurer,Ed,, CRC
PPress, Florida.

Cohen, A., Kovacevic, L, (19938} Wavelels:
The Mathematicel Backoraund,
Proceeding of The [EEE Yal. 84 Ma. 4,

Daubechies, 1, (1992% Ten  Lecture  on
Wavelets, Volume &1 of CBM SMHEF
Regional Conference Series in Applied
hathematics, SIAM FPress Philadelphia,
Pennsylvania,

Civmawan, H., (19977 Apalizsiz Fourer dan
Wavelers,  Ihkial  Kuliah  MA-ITE,
Bandung.

Helmberg, G, (1969 Introdection to Spectral
Thaary in Hilken Space, North-Holand
FPullizhing Co., Amsterdar.

Heil, C.E., Walout, DJF., {1989} Conlinuous
and Discrete Wavelet Transform, S1ANM
Feview, Vol 31 Mo, 4,

kroyvszig, B, (1978) An Introduction 1o
Functional Analvsis With Application,
lohn Wilew & Son, New York,

Light, E., (19907 An [ntroduston o Absiract
Aaalvsiz, Chapmaon and Hall Londen.,

Pedersen, G (19931 Analvsis Mow,
Springer-Verlag, Mew York

Arnawa, LM, {1999 Frame Gabar, Tesis
Magister [TB. Bandung.



