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ABSTRACT

fn rthes paper e will disewss Multireselubion Annlysis (MEA) essedely
dimensional MEAz, and their prapenies. After thol, we w] Aiscuss How I consing
o D-dimensional waveler o we fuiee 2 1 odimensional MRA.

PENDAHULUAN

Dalam menghadapi suatu perscalan tertentu, sebenarmva kua Derha-
dapen dengan Dbanvak sisi ziau representasi dan persaslan sersebur
Sebagan contch, kitz dape: menyatakan bilangan delam berbags: sistem
bilangan menurat keperiuan kita; dalam kehidupan sshari-nan ki
memakal sisterm bilangan desimal, sedangksn untuk pemakaian oada
komputer kita memakal sistem bilangen biner, Akibatmyz dalam suzm
persoalan, misalnya dalam pemrosesan sinyal, vang rerlehb daois harus
diusshakan adalsh menentukan representasi sinval veog Dersesuzian
dengen Reperluan Juta, Sebagai contol dalam telspon celuler kira memer-
lukan representasi sinyal vang membenken keistimewaas testenie

Cara untuk mempercleh reprentast testentu suars sinval adalah
dengan menyusun sinyal [ ataz daser sinval-sinyal dasar §  sebagai
berikue: [ = L § _ Sebegai contoh, dalam pengolahan citra, § dapat
menyatakan tingkat keabuan gambar disuaty cuplikan kecil citra.  Selzh
sat  alat unptuk mempercleh  representasi suatn osinvel adalab
menggunaken transiormasi Founer [A. Cohen dan J. Kovacews, 1998

Cara lair untuk mempercleh representasi suaty sinval, kKhususnya
dalam kompresi citra adalzb dengan menggunakan transformasi waveler
130 Budi Weluys, 1997,
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Dikandingkan dengan traosformasi Fourier, translormast wavelel
mempunyal beberapa kelehihan, vaitu terutama sifat lokalisasi dari wavelet
o, Strang, 19923}

Wavelet Haar, memupakan wavelet yang ditemukan tahun 1510 oleh
Haar secara kebetulzn, Masalahnva bagaimana kita dapat memperoleh
wavelet Haar dan waveler lainnyze melalw pemucunan marematika, Salab
gaty cara memperclen wavelet melalui penuronan matematika adalab
dengan menggunakan Analiziz  Muld Resolusi [AMRE), Pada makalzb 1
akan dibghas konsep dasar AMRE dan sifat-zifzinya.

Honsep Dasar AME

Definisi 1 Keluargz subruang tatup Ve je £} dano L? (R} yang
memenihi;

|41} V= Vi, i 2

[A2] LV = L3R

fI=

[33] ™V =0}
el

[44] fx) E V) o= [[2%) & Vi, YIiEZ
A5] Ada @ eVp, disebut fungsi skala sehingga | gkl ke Z)
merupakan basis artonormal untuk Vo,

Disebur AME pada L2 (R,

Selanjutnya misalkan keluarga 1V j€2) merupakan suatu AME
pada 12 {R). Dan Definisi | dapat kita turunkan beberapa sifat
sebagal berikut.

Teoremna 1 Misalkan ke £ Maka flxj=Ve o fix-k} 2Ve
bulkt:: Misallan fix] € Va.
Karena [AS) maka [[x] = z{ﬁf!-!}%lﬂ}: =~ mdix —m)

ae?

Sehingga setiap ke Z berlaku

fix-k1= z{f{x—k}__q&[x -k —mpigx -k = m}
ar?

= ¥ [ fix-k gix- k—midx pix -k - m)

el

= ¥ [fnely-midygic-k-m , y=x-k

e 2

= N {fly)fly - miydlx —k -m)

met

= 3 (). #x - mid(x —k -m)

med
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Sementara tu

{ fix-k) @ (x-k-m) )

jﬁ:x ki ix -k -mdx
s

1}
-
P
r o

[fvipry-mygy oy
=

LB g y-m) )
COxL @iae-m)

Z-:j.f[x-k].ﬁi[x—k —mgx -k -mi

Akibatnya f{x-k)

= E{f{x-k_l,.gﬁ{x - g - m') Lo =k<m
nEs
Karena [A3] maka fix-k) € Ve Jadi f[x-k| € Vo TR = & 2]
Sebaliknya misalkan k € £ dan fix-k) & Va
Maka lberdasarkan (2,1} diperoleh
f[x-k-1-k}} = fix] & Va
Dengan demikian fecrema 1 1elah ferbukii H

Teorema 2 Mizalkan jeZ Maka xjeVy = 02 xsV

buksi: Mizalkan fixjeVa Akan  dibukitkan  desgan  nduks
matematika. Karena (A4 maka untuk j=1 dioeroleh G2xI2V..
bisalkan berlaku untuk j=k, vaita (2kx)€ Vi, akan disuniukzan jaga
berlaku untuk j=k+1, vaitu (2% 1x) =¥y, Karena fi2~x1=V,, mada
berdasarkan |[A4] diperoleh fZklxjeVy. . Jadi S2xlel. 7 3=
Sebalitnva misalkan j=Z j=0 dan f{2ixjeV,. Kasus 1: j=0. karena
fi2ie) = (2 21%) maka berdasarkan |A4| diperaleh B2-ix)eW) .
Dengan mengulangt proses ini k kali (j-k=0) maka diperoleh {ix)2 Vs
Kasus 2: j<0 , karena f[(2ix]eV, maka berdasarkan [A<] diperoleh

(2 2x) = fl2rx e Ve, Dengan mengulang prosss nl K k&l (j-k=0)
malka akan diperoleh {jx) &V,
Dengan demikian teorema 2 telzh terbukt, m

Teorema 3 Setiap j ke Z berlaku fix|e V) = fix-2kigV)
bukti: Mizalkan ke Z dan flxje V. Maka
flaj=V, = fZeVy {Karena leorema 2|
= f2=-kl|eV: (|Karena teorema 1)
= [[2x-21 kle Ve
= fix-21klgV, [Karena teorema 2
Dengan demilkian teorema 3 telah terbuletd B

Teorema 4 Setiap j ks 2 berlaln f2Ve o fi2-keV,
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mukti: Mizalkan j ke £ dan MV, Maka
feVa = [V, [Karena toorema 2}
o f(20-240 ke V) [Karena feorema 3
= (.- kel
Dengan demikian tearema 4 telah terbulkt u

Teorema B Tulis ¢ulx) = 200 g2k, jeZ, keZ Maka setiap
jef, | i ke merupakan basis orfonormal uncuk Vi

bukii: Misalkan keluarga [ ¢ox: k€ Z} merupakan basis ortanormal
untuk Vo dan je Z, maka o

(s fum) = [ 2070020 -K) 27762 % -m) dx

= L:-‘@a_-.=-kjﬁy—m) 27 dy y=2x
= [gly-Ragly-mdy

- 4 ok, Pom b = Gy
Jadi, | ¢, % ke Zimerupakan himpunan ortonormal.
Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa | @)k ke Z lengkap, yailu

denpan menunjukkan berlakunva kesamaan Farseval atau vang
elivzlen dengannva, Sekarang misalkan {2V, Maka f20x) s Vo,
Sehingea fi2ixy = Z{fﬂ"l’}h@ﬁq_g bl

L

¥ CH2T ) - K - R)

kel

YRRy -2y k) ye2i

ked

SR8, 06,

beZ
Jadi | gy ke E) lengkap.
Dengan demilian teorema 5 telah terbukti. -

fiy)

Selanjutnyva karena g Vo = Vi dan | @k @ k£Zadalabh basis

artoncemal untuk Vi, maka 8 = Z{IPI,?‘-'H g, - Untuk selanjutnya
kel
kita mkan menggunakan barisan skala {scke2) dengan s = 217
tf b1k Sehingea ¢ dapat ditulis sebagai
dix| = Zstlﬁ[l};-k} . Dengan memisalkan S[E| = ¥ Zﬁk&'
kel

L

-2mik

malka kita peroleh teorema beriloat,
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-

Toorema 6 Mizalkan @ menyataksn Transformasi Fourier dar: @,
maka @S- SI5/2) @572
bukti: ¢ 42 _[r,ﬂl{:-:)e-':'““dx

[¥ s.d(2x-Kje ™ dx

Fhed
- IZsiqﬂ{}'j::':ﬁ"':""*" Ldy e dxak
ghod
£ "!.‘.Iil"
= ls (¥ 58" fgivie T dv
kel s
y TS Ty
=) 5,07 B2
icl
= BIZ/2) ¢1E/2
Dengan demikian teorema 6 telah terbukts. ]

Teorema T Jika lungs skala ¢ kontnu  pada tok asal, maks

A0y = 1 :
Teorema 8  Barisan skala =2 @ E2Z untak aAMR [N, @ el
mememali Zsl =12

kel

bukti: Dari tearema 6 kita perolek qr-:'l El= S[ESZ) oi/2) Kbhususnva

untuk £ = 0, diperoleh #(0) =5(0) $(0). Karena ¢(0] = 0 (dari
icorema T, maka
1 = S(0)

.- <2
b Zske :

el

e
=% 3§

ot
Jadi ¥ s, =2
(T

Dengan demikian teorema B sudah terbukei. |

Tecorema 9 Barisan skala [se @ ke Zd] untux aMRE . @ JEZ

mementihi 25.‘,h§k =24, , setiap jeZ.
kel
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Tearerna B dan Teorsma 9 merupakan svarat perlu sehingga [Sk @
ke 2 membeontuk barisan skala untuk AME V€ &)L

Relkongtruoksi Wavelet Melalui AME

Sekarang kita skan memakai AMR untuk memperoleh wavelet
dimensi satu, yaitu khususoya wavelet Hzar sebagai berikut
Misalkan [V, - j€ 2] suaty AMR untuk L¥[H) dengan fungsi skala @
Mizzlkzn W; komplemen ortoponal dard ¥ di V... Maka Vi dapat
dituliz sebhagai jumlah langsung, vaitu
Vg = W 2V

= W@ Wi BV

= W W Bl @ Wi B Vi
untuk sebarang bilangan asl positif &,
Selamjutoya karena Vi — {05, untuk j-» -2, kita peroleh

Vio= B W, jeZ dan karema ¥, -0 LA R untukj— =, kila

s
peroleh L3 R ) = @& W, . Jika terdapat funpgsi y sedemikian

sehingga  (wix-k] @ ke Zmerupakan basis ortonormal untuk Wy,
maka sctiap jEZ  wix ¢ keZ) dengan wie = 2072 widx - k), kel
membentuk  basis  ortonormal  untuk W, Akibatnya gk
ke Zimerupakan basis ortoncrmal untuk L[R). Sehingga we LR}
vang menvebabkan |ylx-k| ; ke Zimembentuk basis ortoncrmal
untuk Wy merupakan Wavelet induk, Selanjutnya karena Wo < V)
maka Wavelet w memenuhi y(x) = ZR;_H&(J‘{"H dengan 15 ¢ ke Z)
BT
barisan vang bersesuaian di El.{?,|_ Tulis saw : kEdi=ls K Z],
maka dari sifat keortogonalan diperoleh
J'*P__ (x-K)F,_(x-k,) dx =4, &, , dengan o= ¢, i:i2210,1} dan
"
ki k; £Z. Denpgan demikian barisan im0 ke Z, 1 = 0,1} haruslah
memenuhi

N5 05,4 =26, 6, setiapje L. 31
ked

Dengan demilian jika (= 0 k@ Z] memenuhi (3.1] dengan (Sew e
ke Z; merupakan bansan skala untuk ¢, maka keluarga fungsl {217
pl2ix - k) ¢ j ke & merupakan calon Wavelet dimensi-1

Contoh 3.1 Untuk sctiap jE& definisikan V; = feliR) : T
konstan pada [2k,2i(k+1]| , ke Z).
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Maksa keluarga V) j&£ 2! memenuhi asumsi [Al] sampai dengan [A4)
diatas. Kemudian misalkan ¢ = Mgy Maka @le-% - keZ
membentuk basis ortonormal untuk Vi, Oleh karepa itu keluarga |
Wiz e dl merupakan suan AME dengan fungsi skalz ¢ = X,
Selarjutnya ambil barisan skala
[ nka k e 10.1]
3y = 3

L0, k' lainnya

. jikak=0
S].k ™ 1‘1, _i-:ikﬂk:]

{0, jike k [ainnyva

T
[l
L]
L)
[

Maka dapat ditunjukkan babhws barisan s b
memenuhi [3.1). Dengan demikian fungsi

plx] = ZSH @i2x - k) vaimg

ka2

I, jika O =x =172
y(x) = <=1, jika 172 = x =£1
] 0, jika k lainnya

merupakan  calen Wavelet,  Dan Wavelet ind tidak lain sdzlzh
Wavelet Haar,

78 ANDALAS, 12 (31) 2000




DAFTAR PUSTAKA

Cohes, A, and Kovacevs, J 298] Wavelet @ the Mathematical Background,
FProcecdings of The IEEE vol.84 Nod.
Ceubeckes, L, (1992] Ten Leciures on Waeelels, Velume 1 of CEMENSEF

Rerional Conlerence Series 10 Applled Mathematics, S1AM Press,
Pennsvivenia.

Cgnawan, Ho, 11987) Analiais Forier dan Wavelet. Dikrat kulinh MA-ITE.
Bandung.

Heil, C.E.. and Walnur, D F, [1988) Costinuous and Thscrete Wavelet
Transiorms, SIAM Bewen, Vol 31 Mo

Paula, (1999 Rekonstruks: Wavelet Melalu: Analizis Muln Fesoliwal,
Makalah, Bardung.

Srrang, 1., lAprid 19%3] Wwawelet Transforms Versus Fourier Transiorms.
Bulictin (New Seriaz) OF The Americaon Mothemahion! Sacety Yol 23,
Mo, 2.

Suhesrman, 13, {1997 Rokonstreksl Wavelet Melalut Analisis Multi
Reaclusi, Tesis -2 [TB, Bandung.

Waluys, 5. B., (1997 Transformas: Wavelet Ronting Cimmensl Dua, Tems
5-2 [TB, Bandung.

ANGALAS, 12 [31) 2000 79




