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FKUIVALENSI ANTARA INTEGRAL MCOCSITANE-PETTIS DAN INTEGRAL
LEBESGUE-PETTIS

Abstraet

There s on fwtepral wiliel s called Lebesgue-Pettis fmfegral (Geltz, TP8]T,
Stefansson, 1902, Guofu Ye, Schwabik, 20021, Gordan hoy proved that for real valued
funciion, the MeShane and Lebesgie wtepral are equivalent. In thiy paper we
construcd on imteerad winelus calfed MeSheane-Uedin antegral and we prove that dic
prtegral Is equivalent with the Lebesgue-Peris integral.

I. PENDAHNULUAN

Teor mtegral fungst bernilai reang Banach telah lama berkembang sepert
ilmu-ilmu lain. Scjak diperkenalkan olch Petiis pada tahun 1938, imtepral Peths
fungsi terukuer lemah telab dibukiikan merupakan spatu tamtangan untuk analisis.
Pettis membahas definist dan sifaesifat imegral vang didasarkan pada fungsional
lingar atas ruang Banach X dan pada integral Lebesgue fungsi bernilai real.. Integral
Pertis ini merupakan generalisas: dan integral Lebesgue untuk fungst bermlar ruang
Eanach, Untuk selanjutnva integral Pethis int ditulis dengan integral Lebesgue-Pettis.

Integral McShane fungsi bernilail real merupakan mtegral Riemann teritlzk.
Gordon {1950} membahas definisi dan sifat-siat integral McShane untuk fungsi dan
interval oi dalam % ke ruang Benach. Plelfer (1993) menyusun (eor (ntegral
SMeShane pada ruang Ewclide & (bermlal real) denpan mengounakan persekitaran
berupa kubus (crbes) dan volume yang digunakan berupa fungsi volume yang
berstit wmern (bl dan non negatf). Pada tahon 1994, Gordon membuoktikan
bahwa untuk fungsi bernilai teal, sntegral Lebesgoe shkuivalen dengan integral
MeShane, Denpan menpgsunakan hasil tersebut, Guoju dan  Schwabik {2002]
membandingkan integral Lebespue-Pettis  denpan ntegral MoShane lungst yang
memetakan interval kompak fy di dalam @ ke ruang Banach X Dan hasil penclitizn
tersebut diperoleh balwa terdapat ekuivalenst antara miepral MeShane dan integral
Lebespue-Peths.

Berdasarkan wraan & atas akan dibangun suate definisi integral vang diberi
nama integral MeShane-Pettrs: Selamutnya akan diselidit ekoivalenst antara mtegral
Lebesgue-PPetlis dan iategral Meshane-Metlis.

IL PERUMUSAN MASALAN

Masalah veng dibshas pada penelinan ini adalah menyelidiki ekuivalens:
antara  integral © Lebesgue-Petis dan  integral  MceShane-Pettis. Untuk it
dikvnstruksikan terleldh dabulu suatu integral yang didasirkan pada Dungsional lingar
atos ruang Banachydan pada intepral MoShane Tungst bermifal real yvang dibert namas
integral MeShane-Pettis, Selanjutnyz dengan mengpunakan definisi dan sifat-sifat
mieeral imi dibandingban denpan mieeral Lebesgue-Peltis.



ML TUJUAN DAN MANFAAT PENELITIAN

Penelitian  ini diharapkan dapat  memberkan sumbangan  terhadap
perkembangan ilmu pengetahuan dan untuk menambah woawasan tentang 1eon
integral, khususova mengenar intepral MeShane-Peutis pada rusng Euclide €. Pada
dasarnya penelitian ini bertujuan untuk membahas ekuivalenst antara integral
MeShane-Pettis dan integral Lebesgue-Pettis.

IV. TINJAUAN PUSTARA

Teori integral fungsi bernilar ruang Banach telab lama berkembang seperti
ilmu-ilmu lain, Padz whun 1938, Pettis memperkenalkan suatu integral Tungsi terukur
lemah yang dinamakan integral Lebesgue-Pettis, Pettis membahas definisi dan sifat-
sifat integral ini vang didasarkan pada fungsional lincar atas ruang Banach X dan
pada integral Lebesgue fungst bermlai real

Definisi 1, Diberiban sel K o & dan Xrnang Banach mgst 0 80— X divatakan

fernknr lemalt poda I fika fimpse x®00 0 08 — B merupakan fungsi terukur pada &
ek seduap ot e V¥

Faagesi Fo 8 = N dan g B — X dibatakan ekuivaden femah pada el I frea wirns
setiaqp x® £ X% ot 0T ) = x¥ gl )} hampiv di mana-mana poda E,

Definisi 2. Diberiban sef I /. Fungsi 00 F — X dikaiakan terintepeal Lelespue-
Pottis fika wotul sedian setiap impuean levakur A o [ terdapal vekior xpq, € Xdan
ek setiop % & N famed x 7)) ferintegreal Lebesgue podi A seliingeu

| ]

¥ =) f S gl

S

Tearema 3. Jika Foterimtesrad Lebespue-feitiy poda sed I paitn ik sotiap

= - & ) .-I' .Ir
himprreny tevnkur A = terdapar vellor Xy & X don wnenk setiap x% & XF finpsi
20 F i terntesial Lelesgue pudo A memendii

a¥ ) = (L) fa* e f )
|

i wilad X tngEel
Bukt | lika wntuk setap himpunan terukur A4 = £ ada ppy, € A dan untukosetiap
xF g X* finpst 0% ) 1enntepral Lebesoue pada A denoan silat
A el = r’.-',__J[.r i 4
A
Oleh karena iu x*xpen -2 = 25500 - ¥ = 0 untuk sgtiop x* e X*
valii ¥ Xy qi- Ve ) — 0 untuk sctiap x® & X%

Akibatnva xy g - 3y = Osehingoa xey = Vo [

P



koleksi semua funpsi lennotegral Lebespue-Pettis pada /0 dilambangkan
denpan CAE). Selanjutnya vekior ke € A vang dimaksud dalam teorema di atas
disebut nilai integral Lebespue -Pertis fungsi fpada 4 o & dan di telis

xgu =P [

Jadi &% {xgpa) =27

' "il y ;
(EPIIF | = (L) [« (1 ).
A S A

b

Teorema &, Sika £ o e LP (E) don o skalar, maka berlaku |

fi) f~pg e LPE) dan (LP) [F+g=({L) [ f= (LP) [,
F | A

(LRI T

B I i

(iy  af = L@ dan (LP) [of =«
A

Bukti: {it Karena /e L(E) berarti untuk setiap himpunan terukur 4 <& lerdapat
vektor 1 o X dan untuk setiap +% 0¥ fungsi v% ) tenintegral Lebesgue nada A
sehingga
.I.'*[':'L',:.-'_.l'_..i L= fjr.___.l _|-.'f +|'"'_l|"_.|
A

Karena g= L0 (E) berarti untuk setiap himpunan terekur 4 < & terdapal vektor v o
= X dan untuk setiap v® = X'F [ungsi x%7 2 ) terintegral Lebesgue pada A sehingea
¥ g @)% (g).
i
Farena A'* ruang linear maka
.1.'*|":1.',:|-I'_.:_. t ":I'.l-!-"'-"l .‘f&{".l'l-lr__.Ll 1% .'l.'*-":-'f.:_.._li,__-'.
Mrenpan demikian diperoleh ) _
%o+ el = LN 2R EE) -0 Lx¥e)
g g
Ly [ e S vl
Tadi untuk setiap A < X terdapal vekior sprpq = Xy + A €4 dan untuk setiap
x® = N® [ungsi 2% g ) enntegral Lebeseue pada A sehingg
¥zt = [2*6F+8).
A

F b
Jadi 3% =gy '-t"‘[r’fef*}_fr’_.f’+ﬁ.u |
: A )

b

]
-~

4 R f '
=¥ LT | I*L”f”'q = x# Ll j’+|"f.P,.|_[:_=,]
\ Y 4 Y d I

Dengan kata lain f + g e GF(E) dan (L7} f, +e=ULE [+ (L7 [z,
I |

a2



(it} Diambil 4 < & himpunan (erekur seharang, terdapat vektor X0 € A dan unluk
setiap o * = V¥ fungsi x ¥ ) terintepral Lebesgoe Elur.iu A 5::]1l'ng.gu

¥ = L) | ks el ."’f'”,Jj}'

/
Karems uniuk seliap o™ £ A™ lungs ::“"ff,.-' LI H.;I[I[-:.-L_ﬁ I Lebesgue pada A maka
x¥eregy ) = ax ‘J.f':ur_-aJ - affl) fx* (SN =LY fax* () = (L) =¥ {a)-
A A

Jadi untuk setiap himpunan terukor A4 < & lerdapal o xgq = X dan untuk setiap o* &
X#* Mungsi x % af ) terinteprzl Lebesgue pada A4 sehingga
Mgy ) = (L) [x* o).
A
Denpan kata Join terbukt of = £4%7E) dan
v L
x¥facxyq = 0L Je ) =% | el LPY |
A | A4

i
Jadi (L9} af =n:|:! r’.l'd”,.'j_,.f'} O
A L. i

Berdasarkan Teorema 4 terbukt bahwa L4°¢) merupakan ruang lincar,

Pleffer (1993) menyusun teor integral MeShane pada ruang Fuclide &
[ BT |’|l ceal) denean mengeunakan persekitasan berupa kubus (cubes) dan volume
vang -;[:lrrulﬂl.’lﬂ berupa fungsi volume vang bersifat umum {aditif dan non negatif).

Berikut in disajikan defimsi dan beberapa sifat dasar integral MeShane Tungsi yang
terdefimis: pada sel £ o |0

finisi 5. Mdberibon vel B o R/ Fungsi 00 85 = 8 dilaralan terintepral MeShane
Definisi 5. /b nosel f Vg D = B odikanakan terintegrs,
pada I jrka terdapar 5 = R sefungpa wednk seliap bilangan = 0, terdapat fungsi
sl 8 vang didefinisikan pada B odengon sifad wnink seticpy pardisi MeShane jine
@={ff, E3 = [l o ol B} pada kS berlaka
= ¥o= )
lem s v Edpcd)-Sl= | ¥ 7E gt 1-8 l=g
i=|
dengren g 1) menvatakan sfvvan Lebesaue poc gel 1
Fungst @ E— ® tenntegral MeShane pada himpunan terukur A< &0 jika fyy
teriniesral MceShane pada & dengan ., fungst karakeeristik pada A,

Tecrem: 6. ik Logs = N tertegral MeShane pocda sel o B dan ¢ suain
snalir, mako oo dan of ferintegral MeShane pada I dan
i B
(M [E S A g ) =M F M e dan £82 ) fef = ..-l Fad iy
3 E K i . ey




Teorcma 7. (IKriteria Cauchy)

P £ 2 00— B terindevrad MeShane poada sel 1 fika dan Daiea Fla wnink setian
51 ] .lI
bifanper © > 0 terdapar fungsi positit & poda E sehingpa wnk setiap pareisi

MeShane Sfine Py = {1, £} dan P2 = {1, E)) pada & berfaku
(O EFCE (L) - (P2 £ £(E uti)

Pada tahon 1994 Gordon membuktikan bahwa untuk fungst bernilal real,
integral Lebesgue ekuivalen dengan integral MeShane,

e

Dengan mengeunakan hasil tersebul, Guoju dan Schwalik (2002) membandingkan
integral Lebesgue-Peltis  denpan integral MeShane fungsi yang memetakan interval
kompak /; di dalam & ke ruang Banach X,

V. HASIL DAN PEMBAHASAN

Dengan mengpunakan definisi dan sifat-sifat integral MeShane dan integral
Lebesoue-Pettis akan dibangun delinist intepral MeShane-Pettis pada reang Euclide
® dan disehdixi ekaivalenst antara ntegral  MeShanc-Pettis  dengan  integral

Lebespue-Pettis

Definisi Dilerikan sef & o8 Pures! [0 B = X diborakan terintesral MoXShane-
Feifex fiker daniiek sefiap setiop imenman (ernfue A < 2 terdapod velitor xp g € X daw
itk sefiap x® & X funps 0¥ ) terintegral MoShone pado A schingua

e = (M) 20 1),
A

Tearema Jika j tevintegeal MeShane-Pettis pada I vaiine stk seltap himpssan
ferikur A o F terdapat vellor xypa £ A den untus setiap x* e A funpsi x¥0 7 )
ferimieprad MoShane pada A menremin
2] — (M x¥1 7
A

merfer Rilend g Frtver,

Bukti | Andwkon untuk sebap impunan terukur 4 < 8 ada ypa & A dan stk
setigp x* & A fungsi x% /) wrintegral MeShanc pada 4 dengan sifat

i) — M 2% (1)
o

sehingza diperolehs @

A%y - Vi = 2% — Mg = 0 unluk setiap 1 ® e X, yaitu
¥ s - wead = 0 untuk setiap x* = X%
Akibatnya v

Py =00 SENINEON Xy = Wy

I



Kaleksi semua fungsi tenntegral MceShane-Pettis pada & dilambanpgkan
dengan ML) Sclanjutnya vektor xp0 © X vang dimaksud dalam teorema di atas
disehut nilai inteeral MeShane -Pettis fungsi /pada A < = dan di tulis
Y = (MPY T

: ¢ g
I"--ﬂ-"-lﬂ'la_,.: _|-_.l'
A

Jadi x* |"'.'|:'{Ir_.]_u X"

= (M [ 221k

b !

Teorema Jika g = WP L) dan o skalar, moka beriak
iy g e MEPE] dan (MP ) _|-_,Ir'—. =P I_,." + P ]

II. ...h -
il ﬂl'l'." = P .I'I'_:,l clern FAdr _i o =l .':'.-.lr.'r:'__.l'_'.;r__.". |.
"I L .-'I 4

Berdasarkan tearema di atas terbukn dahwa M@ f4) merupakan ruang fhinear.

EKUIVALENSI ANTARA INTEGRAL MCSHANE-PETTIS DAN INTEGRAL
LEBESGUE-PETTIS

Pada bagian ini dibuktikan ekuivalensi antara itegral MeShane-Pettis dan
integral Lebespue-Pettis vaiu dengan menunjukkan bahwa «% ) tednlegral
Lebesezue pada setiap himpunan ferekur 4 < & Jika dan banya jika ¥ £} terintegral
MeShane pada 4.

Teorema {Teorema Kekonvergenan Monoton)

Diberikan fungsi § pada sel B o B don NG barsen yang terategrad MoSharne
poda setigp Mimpunan feriskur A < B JiRa{xd ) barisan moncion yang Korvergen
ke x%0 £ ) podda A dlan linif M ,.Ij__r *f Fo ) ada maka x¥ ) terintepral MceShane
A
prescter A dhan {3 ¥ b= fime M0 1,0
1 A

Teorema { Teorema Kelonvergenan Terdominasi Lebesgue)

Diberikan fimpsi § pada sel & o K Misalian barisan {2%0)} dun o terintegral
MeShane pada impanan ternbue A o F odan ¥ [ < wwk setiap 1
dikafx ) konverren ke kM 1 pada A mka ¥ ) terivepral MeShane pada A

cany (M) [ x¥ 0 Fa=timf M} x*0 1,
I N

£y



Teorema Diberifan sel I o 8. Jika fingsi 08 — X teevkur lemals pada & dan
srind setfap 0¥ & X funps ot F) terbatas padda I mela x ¥ ) terintesral MeShane
el sefiop i tevakur A < 15 dan

g fx®( S ) =LY [=%( 1)
M -

Bukti: ibenkan bilangan £ (0, Karena fungst x*/ ) terbatas poda & berartt terdapal
bilangan A schingza |.1.'*§"|"’I_,.U'|E A uniuk seliap F = £ Menurut Teorema Lusin

terdzpat himpunan terukur 5 = £, u{ﬁf;‘i%dtngcm ' = - f dan funesi kontinw

g — R selungga 2% S = g opada B Fungsi g juga terbatas dan terukur pada £
Barena g fermtegral MeShane pada A, terdapal funes) posinf & pada 5 schingza
untuk setiap dua parhiss MeShane, Sp-fioe # ) dan @5 pada 7 berlaku

i oy & e : &
|{"*”I31.¥}r’_ﬂff VAP Tayp(Oip(d) = 2
|

a=
pel

KE‘[FE”H |:-1 II..| “.I';. L!T {EH” |.|'-.|I:- | -'.T_'
I‘ 4 {-.
1. i

% i

. tecdapat limpunan terbuka & sehimpea O = 0
i

dan pfls) = I—” - Didefinisikan fungsi positif & pada P dengan gturan &7 ) = 8¢ )
T

untuk setiap £ = /3 8an &7 J= of X A7GH untuk setiap £ e & 4 Dengan demikian

untuk sebap dup partis) MeShane o-ling D) dan ©; pada & berlaku

|6 X (Vs ) - () Sx* (Nt |

-
Ll

= [{o) EarplNuih- (D) TergiDp | =

Jadi &% frp s terintegral MoShane pada £ Dengan kata lain x*0 /) 1erintepral
hicShane pada A
Dambil sebarang himpunan terekur 4 < 5 -

{a) jika A4 < & maka jelas x % /) \erinlegral McShane pada A

(b)) pika A A8 — & berarti 4 = £ - 5 diperoleh

[ (o) ¥ L NN - {0 Tt iy | <

1 |

el jika d B = Zmaka d = (4 - B f4m B) dan
MAY = gl A = B+ gl A By dengan gfd < B) < il - 8) = %
dan g4 .-"?.J':'j = pff) selingea diperolch
[Fa () Eoe® i g g U0l = () Yt (fy 4 (N i) |
=) S (g gL (D) D= (f s (T2 -
(D} ExF Ly a-pn(3alD) - {0) B gmplf) sl )



2 (D) Ex* (f - pliNaD) = (D) Ta*(fy g ptd e} | A
[¢Dn) Sx* (M7 gmplE D)= (D) T (frqmpTDell) |
-:.E § : <

4

fu
Diari (a), {b) dan (¢ | diperoleh bahwa %/ ) tenintegral MeShane pada -
Farena =% 1 terhatas dan terukur pada sel E maka x¥ ) terintegral Lebesgue pada
£ Selanjutnya x¥¢ {1 juga tenmegral Lebespue pada 4 < I Jade umuk setiap partisi
MeShane &fine Fpada & berlaku
@) S (frapall) () fx* (S )
&

< | () T {fr  (Oheld)- (@) Tagpflai ) |4
H (T (D} - (M) [ |+ (0 [law, —x*( fry _.'i
& I

I.”
[

2 2M EG) = =+ 2Mu(C)
g

<2

i

s |

< g

0% o I

]
5 .3 3
Jadi terbuktl x* erintegral MeShane pada A dan
0 Bt i BN 5 B e =

Dengan memperhatikan fengertian partisi Perron &fne dan partist Mcshane Afine
pada sel £ =& | diperoleh hasil hahwa setiap fungsi terintegral MeShane pada sel &
terintegral Henstock-Kurzwenl pada £ Teorema berikut juga berlaku untuk [ungs)
termiegral MceShane,

Teorema (Lee, 1989

ke frungst Crevinegral Henstock-Kurzwed pada sel 7 o 50 meka [rerukne.

Teorema [ihorikan K o B sel, A o FF terr, x¥ & ¥ dan funpsi 2 F — X

Frngsi x% ) termiepral Moshane pada A jike dan hanve five x50 f ) terintesral

Lebesgue padda A dan

() et £ =18 PRk
K| -



Bukti: Svaral perlu. Eareng %) terintegral McShane pada A maka terdapat barisan
fungs: sederbana natk monoton (%7 F, )} konversen ke o % f) pada 4. Oleh Karena 1o
diperolelh FM dx*( ) =limf Jlej",n x# ) Unluk setiap n dibentuk fungsi

ol

" = _J-r (AEN  xs(fre)izn
x¥f L= [ i e

Telas x% {, J terukur dan terbatas pada A schingga diperoleh %7 7 tenmiegral
Lebespue pada A dan -"‘L!,.lj' Yol l=rL ,Jt a* 7, - Dengan mengpunakan lcorcma

kekonvergenan lerdominasi mr-:.r-::-]-.ﬁ v | ,.l terintegral Lebesgoe pada A dan
cLlfx*r Fl=limpL)[x® 07 )= timf M J[x(f, )= pfx*( 1)
A i |

o
Svaral cukup Tak mengurangt ari jika % 0 ) tak negabf pada A Untuk senap »

dibentuk fungsi
¥ L= AN sxt s
L LA IS e

Fungsi x*¢ £, J} terukur dap terbatas pada A, Dengan demikian x*% f / terintegral
I_-:,m,z.gu-., pada A Lebih lanjut x% 7, ) merupakan bansan naik monoton pada A dan
Lpt x¥( ) = 2% £ Jadi

i ,Ij eH e f ) =ty d, er*.-ff (1

Menurut  tearsima uehch_mr'-'-.:n lu:mﬂ x¥ g, ) termtegral McShane pada scliap

himpunan terukur 4 =8 dan
i JI'. tf '—f'LJI.T*ff,,J {2)

Selanjutnya dari len'r_ma I:-.L=.umw=umn Terdominasi Lebesgue diperoleh x%7 1)
terintegral MeShane pada «f dan
(M ) [ a0 f =Timf M H xS ) Y
1 A
Dari (1), (.2} dan {3) terbukti bahwa (A8 fx* ¢ 70 ={L) {x*f 7).
B

it

Boerdasarkan beberapa teorema yvang telab dibahas i atas, terbukti bahwa
ingegral MeShane-Pettis ekuivalen dengan integral Lebesgue-Pettis vang dinyatakan
dalam teorema benikul,

Teorema Diberifan o sel don Jrngese 0 B = AL Fungsi e MPHL) fika dan
hanpa jika § e LR dengan

MPI[ = (L2 F
] A

urinek setiap lmpunan terwkier A =5

0



KESIMPULAN

Fhuivalenst  integral  MeShane-Petts  dan Lebespuc-Pettis  dibukukan  dengan
menunjukkan bahwa x*¢ /i terintegral Lebesgue pada setiap himpunan terukur 4 =&
1ika dan banya jika 2 /) terintegral MeShane pada oL
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