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RINGKASAN DAN SUMMARY

Laporan hasil Penelitian Fundamental ini merupakan laporan untuk tahun terakhir dari dua

tahun usulan penelitian yang diajukan. Oleh karena itu pada laporan hasil ini akan disampaikan

tentang hasil akhir dari Masalah Kontrol Kuadratik Linier Positif Terkendala Sistem Singular

Kontinu Invarian Waktu.

Untuk kesederhanaan, misalkan ℝ menyatakan himpunan vektor-vektor riil yang

terdiri atas n komponen, ℝ× menyatakan himpunan matriks-matriks riil berukuran

݉ × ,݊ ୮ܥ
ା[ℝ] menyatakan ruang fungsi kontinu dengan domain [0,∞), [ܥ,ܤ,ܣ,ܧ]

menyatakan sistem singular kontinu invarian waktu, ’ menyatakan transpose dan I

menyatakan matriks identitas dengan dimensi yang sesuai.

Beberapa hasil telah diperoleh, seperti sistem kontrol linier standar yang ekivalen

dengan sistem singular positif asal. Proses mendapatkannya adalah dengan menggunakan

teorema Dekomposisi Singular yang telah tersedia dalam literatur aljabar linier. Himpunan

pasangan kontrol-keadaan dari masalah kontrol kuadratik linier positif terkendala sistem

singular positif juga telah dikonstruksi. Suatu pemetaan bijektif yang akan

mentransformasikan masalah kontrol kuadratik linier positif terkendala sistem singular kontinu

invarian waktu menjadi masalah kontrol kuadratik linier standar juga telah didapatkan.

Syarat perlu dan cukup agar matriks pembobot dalam fungsional biaya positif definit juga

telah didapatkan yang tertuang dalam teorema 5.4. Dalam teorema 5.5 kami sajikan syarat perlu

dan cukup agar pasangan ( ,ܣ̅ (തܤ dapat distabilkan, dan teorema 5.6 menyatakan syarat perlu dan

cukup agar pasangan −ܣ̅) തܳܤ ଶଶ
ିଵܳଵଶ

ᇱ , ܳଵଵ− ܳଵଶܳଶଶ
ିଵܳଵଶ

ᇱ ) terdeteksi. Ketiga teorema ini

dibuktikan secara detil. Sebagai hasil utama dari penelitian ini adalah teorema 5.7 yang juga

dibuktikan secara detil.

Dari hasil penelitian ini diperoleh kesimpulan bahwa terdapat pasangan kontrol-

keadaan optimal (∗ݔ,∗ݑ) ∈ ࣛ ௗ yang memenuhi

(ݔ,∗ݑ)ܬ = min൫௨(.),௫(.)൯∈ࣛ ೌ
.)ݑ)ܬ ,(ݔ,(

Dengan (∗ݔ,∗ݑ) diberikan sebagai berikut:

൬
(ݐ)∗ݔ
(ݐ)∗ݑ

൰= ൬
ܰ 
 ܫ

൰ቌ

ܫ 

∧ଵ ܹ ଵܮ
∧ଶ ܹ ଶܮ

ቍݔଵ
.(ݐ)∗



Kami menyarankan bahwa ada beberapa pertanyaan terbuka yang dapat

dijadikan pengembangan riset untuk masa datang, yaitu bagaimana bentuk perluasan

dari teori yang diajukan dalam penelitian ini, jika konstrain merupakan sistem singular

diskrit, dan bagaimana pula jika konstrain merupakan sistem singular varian waktu.
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Padang, 12 November 2010

Peneliti



I. PENDAHULUAN

Perhatikan sistem kontrol linier kontinu invarian waktu berikut ini:

(ݐ)ݔ̇ܧ = (ݐ)ݔܣ + ,(ݐ)ݑܤ (0)ݔ = ,0ݔ ≤ݐ 0

(ݐ)ݕ = (ݐ)ݔܥ + ,(ݐ)ݑܦ

dimana ܣ,ܧ ∈ ℝ×, matriks ܧ diperbolehkan singular, ܤ ∈ ℝ×,ܥ ∈ ℝ×,ܦ ∈ ℝ×,

(ݐ)ݔ ∈ ℝ adalah variable (vektor) keadaan, (ݐ)ݑ ∈ ℝ adalah variabel kontrol (input),

(ݐ)ݕ ∈ ℝ adalah variabel output dan t menyatakan waktu. Dalam hal ini simbol

ℝ× menyatakan himpunan matriks-matriks riil berukuran n× ݉ , dan ℝ menyatakan

himpunan vektor-vektor riil yang terdiri atas n komponen. Jika matriks ܧ non singuar,

maka sistem (1) dapat ditulis menjadi

(ݐ)ݔ̇ = (ݐ)ݔഥܣ + ,(ݐ)ݑഥܤ (0)ݔ = ,0ݔ ≤ݐ 0

(ݐ)ݕ = (ݐ)ݔܥ + ,(ݐ)ݑܦ

dimana ܣ̅ = =ഥܤ,ܣଵିܧ .ܤଵିܧ Sistem terakhir ini merupakan sistem kontrol linier klasik

dan dapat dikatakan sebagai perumuman dari sistem singular (1). Sistem (1) sering disebut

sebagai sistem singular kontinu invariant waktu (Verghese et al., 1981) dan secara

sederhana, ditulis sebagai .[ܦ,ܥ,ܤ,ܣ,ܧ]

Sistem [ܦ,ܥ,ܤ,ܣ,ܧ] didefinisikan sebagai sistem singular positif jika untuk semua

∋ݐ ℝା berlaku (ݐ)ݔ ≥ 0 dan (ݐ)ݕ ≥ 0, untuk sebarang kontrol (ݐ)ݑ ≥ 0 dan sebarang

syarat awal konsisten ݔ ≥ 0.

Masalah kontrol kuadratik linier positif terkendala sistem singular kontinu invarian

waktu adalah masalah menemukan pengontrol positif stabil yang memenuhi sistem

singular positif [ܥ,ܤ,ܣ,ܧ] dan meminimumkan fungsi biaya kuadratik berikut ini:

(ݑ,ݔ)ܬ = න (ݐ)ݕ(ݐ)ᇱݕ

ஶ



,ݐ݀ (2)

Dengan asumsi bahwa ݎܽ ܧ݇݊ = > ݊ dan sistem singular [ܦ,ܥ,ܤ,ܣ,ܧ] adalah

regular, yaitu det(ܧݏ− (ܣ ≠ 0 untuk suatu ∋ݏ ℝ, maka masalah yang akan diteliti

adalah bagaimana cara mendapatkan vektor kontrol (ݐ)ݑ ∈ ℝ, dengan (ݐ)ݑ adalah positif

(( (1)



dan stabil asimtotik, yang memenuhi sistem singular positif [ܦ,ܥ,ܤ,ܣ,ܧ] dan

meminimumkan fungsi biaya kuadratik seperti yang tersebut pada persamaan (2) ?

Masalah kedua dalam penelitian ini adalah bagaimana bentuk syarat cukup yang menjamin

eksistensi dan ketunggalan pengontrol positif stabil tersebut?

II. TINJAUAN PUSTAKA

2.1. Sistem Kontrol Linier Kontinu Invarian Waktu

Perhatikan sistem kontrol linier kontinu invarian waktu berikut ini:

(ݐ)ݔ̇ = (ݐ)ݔܣ + ,(ݐ)ݑܤ (0)ݔ = ,0ݔ ≤ݐ 0

(ݐ)ݕ = ,(ݐ)ݔܥ

dimana ܣ ∈ ℝ×,ܤ ∈ ℝ×,ܥ ∈ ℝ×, (ݐ)ݔ ∈ ℝ adalah variabel (vektor) keadaan,

(ݐ)ݑ ∈ ℝ adalah variabel (vektor) kontrol, (ݐ)ݕ ∈ ℝ adalah variabel (vektor) output dan

t menyatakan waktu. Secara sederhana, sistem (1) sering ditulis sebagai [ .[ܥ,ܤ,ܣ Sistem

ini sering dijumpai dalam aplikasi karena sistem (1) merupakan model standar untuk

beberapa permasalahan, terutama dalam bidang enginering, biologi, ekonomi dan lain-lain

(Chen, 1999).

2.2. Masalah Kontrol Kuadratik Linier Klasik

Dalam beberapa literatur diantaranya Athan et al. (1966) dan Anderson et al. (1990),

disebutkan bahwa masalah kontrol kuadratik linier klasik adalah masalah menentukan

vektor kontrol (ݐ)ݑ ∈ ℝ, dengan (ݐ)ݑ stabil asimtotik, yang memenuhi sistem [ܥ,ܤ,ܣ]

dan meminimumkan fungsi biaya kuadratik (index performance):

(ݑ,ݔ)ܬ = න (ݐ)ݔܳ(ݐ)ᇱݔ) + ݑܴ(ݐ)ᇱݑ

ஶ



,ݐ݀( (4)

dengan ܳ adalah matriks simetris semidefinit positif dan ܴ adalah matriks definit positif.

Dengan asumsi bahwa sistem [ [ܥ,ܤ,ܣ stabil asimtotik dan pasangan [ܳ,ܣ] terdeteksi,

maka ekspresi eksplisit untuk kontrol (ݐ)ݑ ∈ ℝ yang merupakan solusi untuk

permasalahan ini adalah sebagai berikut:

(ݐ)∗ݑ = (ݐ)∗ݔܭ−

(( (3)



dimana ܭ = ܴିଵ்ܲܤ, dan ܲ adalah solusi semidefinit positif tunggal dari persamaan

aljabar Riccati:

ܣܲ + +்ܲܣ ܳ − ்ܲܤଵିܴܤܲ = 0.

Selanjutnya, matriks feedback −ܣ ܭܤ adalah stabil dan nilai minimum dari (ݑ,ݔ)ܬ adalah

ݔ
ݔ்ܲ (Anderson et al., 1990).

2.3. Masalah Kontrol Kuadratik Linier Positif

Perlu diperhatikan bahwa kontrol (ݐ)∗ݑ yang diperoleh dalam bagian 2.2 tidak selalu

bernilai positif. Dalam beberapa aplikasi, kadang-kadang diinginkan bahwa kontrol (ݐ)ݑ

ini hanya bernilai positif saja. Fenomena seperti ini sering dijumpai dalam pemodelan

masalah ekonomi, misalnya kuantitas seperti investasi dan pajak selalu bernilai positif.

Selain itu pemodelan dari masalah transpor polutan dan populasi juga memerlukan

variable-variabel yang bernilai positif. Fenomena-fenomena seperti ini juga memenuhi

sistem [ [ܥ,ܤ,ܣ dimana matriks ܥ,ܤ,ܣ dan vector-vektor (ݐ)ݑ,(ݐ)ݔ dan (ݐ)ݕ adalah

positif. Sistem kontrol linier positif merupakan topik penelitian yang berkembang pesat

dewasa ini.

Dalam Laabissi et al. (2006) disebutkan bahwa: “sistem [ [ܥ,ܤ,ܣ dikatakan positif

jika untuk semua syarat awal ݔ ≥ 0 dan untuk semua fungsi kontrol kontinu piecewise ,ݑ

dengan (ݐ)ݑ ≥ 0 untuk semua ≤ݐ 0, maka fungsi keadaan dan output adalah positif, yakni

(ݐ)ݔ ≥ 0 dan (ݐ)ݕ ≥ 0 untuk semua ≤ݐ 0".

Masalah kontrol kuadratik linier positif adalah masalah menentukan vektor kontrol

(ݐ)ݑ ∈ ℝ, dengan (ݐ)ݑ stabil asimtotik, yang memenuhi sistem positif [ܥ,ܤ,ܣ] dan

meminimumkan fungsi biaya kuadratik (2). Laabissi et al. (2006) juga menyebutkan bahwa

tidak semua teori untuk masalah kontrol kuadratik linier klasik berlaku untuk masalah

kontrol kuadratik linier positif. Sehingga studi mengenai sistem positif selalu dilakukan

secara tersendiri tanpa mengaitkan dengan sistem klasik. Kaczorek (1999) menunjukkan

bahwa ketercapaian dan keterkontrolan sistem kontrol linier positif tidak invarian terhadap

feedback keadaan. Selain itu, syarat cukup untuk eksistensi dari realisasi positif dengan

sejumlah tunda fungsi transfer juga dikemukakan oleh Kaczorek (2006). De Leenheer et al.

(2001) mengajukan syarat perlu dan cukup untuk menyelesaikan masalah kestabilan sistem

linier positif dengan menggunakan feedback keadaan affin. Baru-baru ini, Kaczorek (2007)



mengemukakan kriteria uji terbaru untuk ketercapaian dan keterobservasian sistem diskrit

linier positif. Uji ini tidak memerlukan pemeriksaan syarat rank dari matriks ketercapaian

dan matriks keterobservasian. Selain itu, perilaku asimtotik dari trajektori sistem positif

kontinu juga dikemukakan oleh Santesso et al. (2007) dengan memperkenalkan beberapa

konsep baru mengenai teori matriks nonnegatif dan matriks Metzler.

2.4. Sistem Singular Kontinu Invarian Waktu

Sebagai perumuman dari sistem kontrol linier klasik (1), perhatikan sistem berikut ini:

(ݐ)ݔ̇ܧ = (ݐ)ݔܣ + ,(ݐ)ݑܤ (0)ݔ = ,0ݔ ≤ݐ 0

(ݐ)ݕ = (ݐ)ݔܥ + ,(ݐ)ݑܦ

dimana ܧ ∈ ℝ× dan diperbolehkan singular. Jika matriks E nonsingular maka sistem (2)

dapat direduksi menjadi sistem kontrol linier klasik (1). Sistem kontrol linier (2) sering

disebut sebagai sistem singular kontinu invarian waktu, dan aplikasinya dalam ilmu

rekayasa pertama kali diperkenalkan oleh Verghese et al., (1981). Berbeda dengan sistem

kontrol linier klasik yang mempunyai penyelesaian tunggal untuk setiap syarat awal, sistem

singular mungkin mempunyai banyak penyelesaian, bahkan mungkin pula tidak memiliki

penyelesaian sama sekali. Sistem kontrol singular mempunyai penyelesaian tunggal jika

det(ܧݏ− (ܣ ≠ 0 untuk suatu ∋ݏ ℝ dan untuk setiap syarat awal admisibel (Verghese et

al., 1981).

Beberapa laporan terbaru yang mempertimbangkan kepositifan dari sistem kontrol

singular (2) telah dikemukakan oleh beberapa pengarang. Zhang et al. (2002)

mengemukakan tentang realisasi positif dari sistem singular kontinu berdasarkan

persamaan aljabar Riccati diperumum. Herrero et al. (2006) mengemukakan syarat cukup

yang menjamin eksistensi feedback keadaan sedemikian sehingga sistem lup tertutup

adalah nonnegative. Selain itu, Virnik (2006) membuat analisis kestabilan sistem singular

kontinu dan diskrit.

Masalah kontrol kuadratik linier terkendala sistem singular dengan berbagai bentuk

variannya telah dikemukakan oleh beberapa pengarang, diantaranya Cobb (1983),

Katayama et al. (1992), Muller (2003), Muhafzan (2006a), Muhafzan et al. (2006b),

Muhafzan (2008) dan banyak lagi referensi lainnya. Dalam semua literatur yang disebutkan

terakhir ini semuanya membicarakan masalah kontrol kuadratik linier terkendala sistem

(( (5)



singular (2) yang bersifat umum dan tidak meninjau secara khusus masalah kepositifannya,

padahal masalah kepositifan ini sangat penting baik dari sisi teori maupun dari sisi

aplikasinya. Dari sisi teorinya, tidak semua teori masalah kontrol kuadratik linier umum

terkendala sistem singular berlaku untuk masalah kontrol kuadratik linier positif terkendala

sistem singular, sebagaimana yang terjadi pada masalah kontrol kuadratik linier positif

klasik. Oleh karena itu masalah kontrol kuadratik linier positif terkendala sistem singular

memerlukan perlakuan secara khusus dan terpisah dari masalah kontrol kuadratik linier

umum terkendala sistem singular, dan ini merupakan fenomena baru dalam teori optimisasi

dan kontrol.

III. TUJUAN DAN MANFAAT PENELITIAN

3.1. Tujuan Penelitian

Penelitian ini bertujuan untuk menentukan syarat cukup yang menjamin eksistensi

dan ketunggalan pengontrol positif stabil.

3.2. Manfaat Penelitian

Pada dasarnya, masalah yang dikemukakan dalam penelitian ini merupakan

model matematika yang muncul dalam pemodelan permasalahn nyata dalam

rekayasa, bologi, ekonomi dan bidang-bidang lainnya. Jadi, penelitian ini sangat

bermanfaat dalam mendukung proses pencarian solusi masalah-masalah

pemodelan yang modelnya berbentuk masalah optimisasi seperti yang

dikemukakan di atas. Selain itu, hasil ini memberikan kontribusi penting dalam

matematika terapan, khususnya bidang kontrol optimal.

IV. METODE PENELITIAN

Pada dasarnya penelitian ini merupakan studi kepustakaan untuk memperluas teori

yang sudah ada sebelumnya.

Adapun langkah-langkah untuk mendapatkan pengontrol positif stabil yang dimaksud

adalah sebagai berikut:

1. Definisikan himpunan pasangan keadaan-kontrol admisibel untuk masalah kontrol



optimal kuadratik linier positif untuk sistem singular, dan buktikan bahwa himpunan ini

merupakan suatu ruang vektor.

2. Gunakan metoda faktorisasi nilai singular untuk mendapatkan suatu sistem kontrol linier

klasik positif yang ekivalen terbatas dengan sistem singular positif.

3. Dengan menggunakan hasil pada langkah 2 akan diperoleh suatu masalah kontrol

kuadratik linier klasik positif yang baru.

4. Definisikan himpunan pasangan keadaan-kontrol admisibel untuk masalah kontrol

optimal kuadratik linier positif pada langkah 3, dan buktikan bahwa himpunan ini juga

merupakan suatu ruang vektor.

5. Konstruksi suatu transformasi linier bijektif yang menunjukkan bahwa masalah kontrol

kuadratik linier positif pada langkah 3 ekivalen dengan masalah kontrol kuadratik linier

positif terkendala sistem singular semula. Sifat bijektif pada langkah ini disajikan dalam

suatu lemma dan perlu dibuktikan secara rinci.

6. Dapatkan pengontrol optimal positif stabil untuk masalah kontrol kuadratik linier positif

pada langkah 3 dengan menggunakan metoda yang dikemukakan oleh Laabissi (2006).

7. Subtitusikan pengontrol positif stabil pada langkah 6 ke dalam transformasi linier bijektif

pada langkah 5 untuk mendapatkan pengontrol optimal positif stabil dari masalah

kontrol kuadratik linier positif untuk sistem singular invarian waktu semula.

8. Sajikan hasil-hasil ini ke dalam suatu teorema yang menjamin eksistensi pengontrol

optimal positif stabil dari masalah kontrol kuadratik linier terkendala sistem singular

invarian waktu semula.

9. Mengkonstruksi program komputer dalam bahasa Matlab untuk menguji validitas

pengontrol optimal untuk kasus-kasus sederhana.

V. HASIL DAN PEMBAHASAN

Sebelum sampai kepada pembahasan, terlebih dahulu akan disajikan beberapa fakta yang

berguna dalam rangka mendapatkan hasil utama. Teorema berikut merupakan alat penting

dalam aljabar linier yang mendekomposisikan suatu matriks berdasarkan nilai-nilai

singularnya, dan sangat populer disebut teorema Dekomposisi Nilai Singular (SVD).



Teorema 5.1 Jika ܣ ∈ ℝ ×, maka terdapat matriks orthogonal U ∈ ℝ × , ܸ ∈ ℝ×

dan suatu matriks orthogonal Σ ∈ ℝ × sedemikian sehingga

ܣ = ܷ ቀ
Σ 
 

ቁܸ'

dimana Σ = diag (σଵ,ߪଶ, … (ߪ, dengan σଵ ≥ ଶߪ ≥ … ≥ ߪ ≥ 0.

Bilangan σଵ,ߪଶ, … ߪ, bersama-sama dengan ାଵߪ = 0, … ߪ, = 0 disebut nilai singular

dari matriks A yang merupakan akar positif dari nilai eigen matriks .ܣ'ܣ

Definisi 5.2 Dua sistem (ܦ,ܥ,ܤ,ܣ,ܧ) dan ,തܧ) ,തܤ,ܣ̅ (ܦ,ܥ̅ dikatakan sistem ekuivalen

terbatas, ditulis ,തܧ)~(ܦ,ܥ,ܤ,ܣ,ܧ) ,തܤ,ܣ̅ ,(ܦ,ܥ̅ jika ada matriks nonsingular ܯ ∈ ℝ ×

dan ܰ ∈ ℝ× sedemikian sehingga

ܰܧܯ = ܰܣܯ,തܧ = ܤܯ,ܣ̅ = ܰܥ݊ܽ݀,തܤ = .ܥ̅

Definisi 5.3 Dua masalah kontrol optimal dikatakan ekuivalen jika ada suatu bijeksi

antara himpunan pasangan kontrol-keadaan admisibel dari kedua masalah, dan biaya

dari kedua masalah kontrol optimal bernilai sama.

Definisi 5.3 memperlihatkan sifat refleksif, simetri dan transitif dari suatu relasi ekuivalen,

sehingga dua masalah kontrol optimal akan mempunyai penyelesaian, ketunggalan

penyelesaian dan biaya optimal yang sama. Sifat ini memperlihatkan bahwa untuk

menyelesaiakan suatu masalah kontrol optimal dapat dilakukan dengan menyelesaikan

masalah kontrol optimal yang ekivalen terbatas dengannya.

5.1 Konstruksi Ke dalam Bentuk Ekuivalen

Misalkan ݎܽ ܧ݇݊ = = min{݉ , }݊, maka menurut teorema SVD 5.1 ada matriks

nonsingular ܯ ∈ ℝ × dan ܰ ∈ ℝ× sedemikian sehingga

ܰܧܯ = ൬
ܫ 

 
൰ (6)

Selanjutnya misalkan

ܰܣܯ = ൬
ଵଵܣ ଵଶܣ
ଶଵܣ ଶଶܣ

൰, ܤܯ = ൬
ଵܤ
ଶܤ
൰, ܰܥ = ଵܥ) (ଵܥ dan ܰିଵݔ= ቀ

ଵݔ
ଶݔ
ቁ (7)



dimana ଵଵܣ ∈ ℝ
×, ଵଶܣ ∈ ℝ

×(ି), ଶଵܣ ∈ ℝ
(ି)×, ଶଶܣ ∈ ℝ

(ି)×(ି), ଵܤ ∈

ℝ×, ଶܤ ∈ ℝ
(ି)×, ଵܥ ∈ ℝ

×, ଶܥ ∈ ℝ
×(ି), ଵݔ ∈ ℝ

 dan ଶݔ ∈ ℝ
(ି). Oleh

karena itu, untuk suatu keadaan awal admisibel ݔ ∈ ℝ
, sistem (3) ekuivalen terbatas

dengan sistem berikut ini:

(ݐ)ଵݔ̇ = (ݐ)ଵݔଵଵܣ + (ݐ)ଶݔଵଶܣ + ,(ݐ)ݑଵܤ ଵ(0)ݔ = ଵݔ ∈ ℝ


0 = (ݐ)ଵݔଶଵܣ + (ݐ)ଶݔଶଶܣ + (ݐ)ݑଶܤ (8)

(ݐ)ݕ = (ݐ)ଵݔଵܥ + (ݐ)ଶݔଶܥ + (ݐ)ݑܦ

dimana ଵݔ = ܫ) )ܯ .ݔ Dengan asumsi bahwa matriks ଶଶܣ punya invers, maka

persamaan kedua dari persamaan (10) dapat ditulis menjadi

(ݐ)ଶݔ = ଶଶܣ−
ିଵܣଶଵݔଵ(ݐ) − ଶଶܣ

ିଵܤଶ(ݐ)ݑ. (9)

Dengan mensubtitusikan (ݐ)ଶݔ kedalam persamaan pertama dan ketiga dari persamaan

(10), maka diperoleh suatu masalah kontrol kuadratik linier standar sebagai berikut:

minimum
(1ݔ,ݑ)

1ܬ
(ݑ,0ݔ)

kendala (ݐ)1ݔ̇ = (ݐ)1ݔഥܣ + ,(ݐ)ݑഥܤ (0)1ݔ = 10ݔ ∈ ℝ


(ݐ)ݕ = (ݐ)1ݔതܥ + (ݐ)ݑഥܦ

dimana

(ݑ,ݔ)ଵܬ = න ൬
(ݐ)ଵݔ

(ݐ)ݑ
൰

'ஶ



൬
ܳଵଵ ܳଵଶ
ܳଵଶ
் ܳଶଶ

൰൬
(ݐ)ଵݔ

(ݐ)ݑ
൰݀ݐ,

ܣ̅ = −ଵଵܣ ଶଶܣଵଶܣ
ିଵܣଶଵ,

=തܤ −ଵܤ ଶଶܣଵଶܣ
ିଵܤଶ

ܥ̅ = −ଵܥ ଶଶܣଶܥ
ିଵܣଶଵ

ഥܦ = ܦ − ଶଶܣଶܥ
ିଵܤଶ

ܳଵଵ = −ଵܥ) ଶଶܣଶܥ
ିଵܣଶଵ)'(ܥଵ− ଶଶܣଶܥ

ିଵܣଶଵ)

ܳଵଶ = −ଵܥ) ଶଶܣଶܥ
ିଵܣଶଵ)'(ܦ − ଶଶܣଶܥ

ିଵܤଶ)

ܳଶଶ = ܦ) − ଶଶܣଶܥ
ିଵܣଶଵ)'(ܦ − ଶଶܣଶܥ

ିଵܤଶ)

Selanjutnya definisikan himpunan pasangan kontrol-keadaan dari masalah Ωଵ sebagai

berikut:

ࣛ ௗ
ଵ = ൛(ݔ,ݑଵ)| ݑ ∈ ୮ܥ

ା[ℝ], ଵݔ ∈ ୮ܥ
ା[ℝ]��memenuhi (11) dan .)ݑ)ଵܬ (ଵݔ,( < ∞}

Berdasarkan definisi 5.2 dengan mudah dapat dibuktikan bahwa Ωଵ ekuivalen terbatas dengan Ω.

(( Ωଵ:

(( (10)

(( (11)



5.2 Eksistensi dan Ketunggalan Kontrol Optimal

Dalam bagian 5.1 telah dikonstruksi suatu masalah kontrol kuadratik linier yang ekuivalen

dengan masalah kontrol kuadratik linier semula. Oleh karena itu untuk mengkonstruksi

syarat eksistensi dan ketunggalan kontrol optimal masalah Ω, cukup menggunakan syarat

eksistensi dan ketunggalan kontrol optimal masalah Ωଵ seperti yang diberikan dalam

bagian 2.2, yaitu jika ܳଶଶ > 0, pasangan ൫ܳ ଵଵ− ܳଵଶܳଶଶ
ିଵܳଵଶ

' , −ܣ̅ തܳܤ ଶଶ
ିଵܳଵଶ

' ൯ terdeteksi

dan pasangan ,ܣ̅) (തܤ stabil asimtotik, maka Ωଵ mempunyai kontrol optimal tunggal ∗ݑ

yang diberikan oleh

∗ݑ = ଵݔܮ−
∗, (12)

dimana keadaan ଵݔ
∗ adalah solusi persamaan diferensial

(ݐ)ଵݔ̇ = −ܣ̅) ଵ(0)ݔ,(ݐ)ଵݔ(ܮതܤ = ଵݔ (13)

dengan =ܮ ܳଶଶ
ିଵ൫ܳ ଵଶ

' + ,ത'ܲ൯ܤ dan ܲ adalah solusi semidefinit positif tunggal dari

persamaan aljabar Riccati

ܲ'ܣ̅ + ܣ̅ܲ + ܳଵଵ− +തܤܲ) ܳଵଶ)ܳଶଶ
ିଵ(ܲܤത+ ܳଵଶ)' = 0 (14)

dimana >ߣܴ݁ 0 untuk setiap nilai eigen ߣ dari matriks −ܣ̅ .ܮതܤ Tetapi mungkin

ܳଶଶ ≥ 0, jadi perlu dibuat syarat perlu dan cukup yang menjamin agar ܳଶଶ > 0. Selain itu,

diperlukan juga membuat syarat perlu dan cukup agar pasangan ,ܣ̅) (തܤ stabil asimtotik

dan pasangan ൫̅ܣ− തܳܤ ଶଶ
ିଵܳଵଶ

' , ܳଵଵ− ܳଵଶܳଶଶ
ିଵܳଵଶ

' ൯terdeteksi.

Teorema 5.4 Pernyataan berikut ekuivalen:

(i). ܳଶଶ > 0

(ii). ݎܽ ݊݇ ൬
ଶଶܣ ଶܤ
ଶܥ ܦ

൰= + ݎ

(iii). ݎܽ ݊݇ ൭
 ܧ 
ܧ ܣ ܤ
 ܥ ܦ

൱ = +3 ݎ (15)

Bukti:

(i) ⇔ (ii) Karena ܳଶଶ = ܦ) − ଶଶܣଶܥ
ିଵܣଶଵ)'(ܦ − ଶଶܣଶܥ

ିଵܤଶ) ∈ ℝ×, maka

ܳଶଶ > 0 ⇔ rank ܦ) − ଶଶܣଶܥ
ିଵܣଶଵ) = ݎ

Karena matriks ൬
ଶଶܣ
ିଵ 
 ܫ

൰non singular, maka



ݎܽ ݊݇ ൬
ଶଶܣ ଶܤ
ଶܥ ܦ

൰= ݎܽ ݊݇ ൬
ଶଶܣ ଶܤ
ଶܥ ܦ

൰൬
ଶଶܣ
ିଵ 
 ܫ

൰൨

= ݎܽ ݊݇ ൬
ܫ ଶܤ

ଶଶܣଶܥ
ିଵ ܦ

൰= ݎܽ ݊݇ ൬
ܫ 

ଶଶܣଶܥ
ିଵ ܦ − ଶଶܣଶܥ

ିଵܤଶ
൰

= ݎܽ ݊݇ ൬
ܫ 

 ܦ − ଶଶܣଶܥ
ିଵܤଶ

൰= + ݎܽ ݊݇ ܦ) − ଶଶܣଶܥ
ିଵܤଶ)

= + .ݎ

(ii) ⇔ (iii) Dengan mudah dapat diperiksa bahwa

ݎܽ ݊݇ ൭
 ܧ 
ܧ ܣ ܤ
 ܥ ܦ

൱ = ݎܽ ݊݇ ൭
ܯ  
 ܯ 
  ܫ

൱൭
 ܧ 
ܧ ܣ ܤ
 ܥ ܦ

൱൭
ܰ  
 ܰ 
  ܫ

൱൩

= ݎܽ ݊݇ ൭
 ܧܯ 
ܧܯ ܣܯ ܤܯ
 ܥ ܦ

൱൭
ܰ  
 ܰ 
  ܫ

൱൩

= ݎܽ ݊݇ ൭
 ܰܧܯ 

ܰܧܯ ܰܣܯ ܤܯ
 ܰܥ ܦ

൱

= ݎܽ ݊݇

⎝

⎜
⎛



ܫ









ܫ

ଵଵܣ
ଶଵܣ
ଵܥ



ଵଶܣ
ଶଶܣ
ଶܥ



ଵܤ
ଶܤ
ܦ ⎠

⎟
⎞

= ݎܽ ݊݇

⎝

⎜
⎛



ܫ









ܫ








ଶଶܣ
ଶܥ




ଶܤ
ܦ ⎠

⎟
⎞

= +2 ݎܽ ݊݇ ൬
ଶଶܣ ଶܤ
ଶܥ ܦ

൰

= +3 .ݎ ∎

Teorema 5.5 Pasangan ( ,ܣ̅ (തܤ dapat distabilkan jika dan hanya jika

ݎܽ ݊݇ −ܣ) ܧߣ (ܤ = ,݊ (16)

untuk setiap denganߣ ≤ߣܴ݁ 0.

Bukti:

Dalam Anderson dan Moore (1990) disebutkan bahwa pasangan ܣ̅) (തܤ stabil simtotik



jika dan hanya jika ݎܽ ݊݇൫̅ܣ− ܫߣ =ത൯ܤ . Akibatnya

ݎܽ ݊݇ −ܣ) ܧߣ (ܤ = ݎܽ ݊݇ ܯ −ܣ) ܧߣ ൬(ܤ
ܰ 
 ܫ

൰൨

= ݎܽ ݊݇ ܰܣܯ) − ܰܧܯߣ (ܤܯ

= ݎܽ ݊݇ ൬
−ଵଵܣ ܫߣ ଵଶܣ ଵܤ

ଶଵܣ ଶଶܣ ଶܤ
൰

= ݎܽ ݊݇ ቆ
−ଵଵܣ ଶଶܣଵଶܣ

ିଵܣଶଵ− ܫߣ ଵଶܣ −ଵܤ ଶଶܣଵଶܣ
ିଵܣଶଵ

−ଶଵܣ ଶଶܣଶଶܣ
ିଵܣଶଵ ଶଶܣ −ଶܤ ଶଶܣଶଶܣ

ିଵܣଶଵ
ቇ

= ݎܽ ݊݇ ቆ
−ܣ̅ ܫߣ ଵଶܣ തܤ

 ଶଶܣ −ଶܤ ଶଶܣଶଶܣ
ିଵܣଶଵ

ቇ

= ݎܽ ݊݇ ቆ
−ܣ̅ ܫߣ തܤ ଵଶܣ

 −ଶܤ ଶଶܣଶଶܣ
ିଵܣଶଵ ଶଶܣ

ቇ

= ݎܽ ݊݇൫̅ܣ− ܫߣ +ത൯ܤ ݎܽ ݊ (ଶଶܣ݇)

= + (݊− ( = .݊ ∎

Teorema 5.6 Pasangan ൫̅ܣ− തܳܤ ଶଶ
ିଵܳଵଶ

' , ܳଵଵ− ܳଵଶܳଶଶ
ିଵܳଵଶ

' ൯ terdeteksi jika dan

hanya jika

ݎܽ ݊݇ ቀ
−ܣ ܧߣ ܤ
ܥ ܦ

ቁ= ݊+ ,ݎ (17)

untuk setiap denganߣ ≤ߣܴ݁ 0.

Bukti:

Dalam Anderson dan Moore (1990) disebutkan bahwa pasangan

൫̅ܣ− തܳܤ ଶଶ
ିଵܳଵଶ

' , ܳଵଵ− ܳଵଶܳଶଶ
ିଵܳଵଶ

' ൯

terdeteksi jika dan hanya jika

ݎܽ ݊݇ ቆ
−ܣ̅ തܳܤ ଶଶ

ିଵܳଵଶ
' − ܫߣ

ܳଵଵ− ܳଵଶܳଶଶ
ିଵܳଵଶ

'
ቇ= ,

untuk semua denganߣ ≤ߣܴ݁ 0.

Akibatnya

ݎܽ ݊݇ ቀ
−ܣ ܧߣ ܤ
ܥ ܦ

ቁ= ݎܽ ݊݇ ൬
ܯ 
 ܫ

൰ቀ
−ܣ ܧߣ ܤ
ܥ ܦ

ቁ൬
ܰ 
 ܫ

൰

= ݎܽ ݊݇ ቀ
ܰܣܯ − ܰܧܯߣ ܤܯ

ܰܥ ܦ
ቁ



= ݎܽ ݊݇ ቌ

−ଵଵܣ ܫߣ ଵଶܣ ଵܤ
ଶଵܣ ଶଶܣ ଶܤ
ଵܥ ଶܥ ܦ

ቍ = ݎܽ ݊݇ ቌ

−ଵଵܣ ܫߣ ଵଶܣ ଵܤ
ଶଵܣ ଶଶܣ ଶܤ
ଵܥ ଶܥ ܦ

ቍ

= ݎܽ ݊݇ ቌ

−ଵଵܣ ଶଶܣଵଶܣ
ିଵܣଶଵ− ܫߣ ଵଶܣ −ଵܤ ଶଶܣଵଶܣ

ିଵܤଶ

−ଶଵܣ ଶଶܣଶଶܣ
ିଵܣଶଵ ଶଶܣ −ଶܤ ଶଶܣଶଶܣ

ିଵܤଶ
−ଵܥ ଶଶܣଶܥ

ିଵܣଶଵ ଶܥ ܦ − ଶଶܣଶܥ
ିଵܣଶଵ

ቍ

= ݎܽ ݊݇ ቌ

−ܣ̅ ܫߣ ଵଶܣ തܤ

 ଶଶܣ 

ܥ̅ ଶܥ ഥܦ
ቍ = ݎܽ ݊݇ ቌ

−ܣ̅ ܫߣ ଵଶܣ തܤ

ܥ̅ ଶܥ ഥܦ

 ଶଶܣ 

ቍ

= ݎܽ ݊݇ ቌ

−ܣ̅ തܳܤ ଶଶ
ିଵܳଵଶ

ᇱ − ܫߣ ଵଶܣ തܤ

−ܥ̅ ഥܳଶଶܦ
ିଵܳଵଶ

ᇱ ଶܥ ഥܦ

 ଶଶܣ 

ቍ

= ݎܽ ݊݇ ൮

ܫ





'ܥ̅
'ഥܦ





ܫ

൲ ቌ

−ܣ̅ തܳܤ ଶଶ
ିଵܳଵଶ

ᇱ − ܫߣ ଵଶܣ തܤ

−ܥ̅ ഥܳଶଶܦ
ିଵܳଵଶ

ᇱ ଶܥ ഥܦ

 ଶଶܣ 

ቍ

= ݎܽ ݊݇

⎝

⎛

−ܣ̅ തܳܤ ଶଶ
ିଵܳଵଶ

ᇱ − ܫߣ

−ܥ̅'ܥ̅ ഥܳଶଶܦ'ܥ̅
ିଵܳଵଶ

ᇱ

−ܥഥ̅'ܦ ഥܳଶଶܦഥ'ܦ
ିଵܳଵଶ

ᇱ



ଵଶܣ
'ଶܥܥ̅

ଶܥ'ഥܦ
ଶଶܣ

തܤ

ഥܦ'ܥ̅

ഥܦഥ'ܦ

 ⎠

⎞

= ݎܽ ݊݇

⎝

⎛

−ܣ̅ തܳܤ ଶଶ
ିଵܳଵଶ

ᇱ − ܫߣ

ܳଵଵ− ܳଵଶܳଶଶ
ିଵܳଵଶ

ᇱ

ܳଵଶ
' − ܳଶଶܳଶଶ

ିଵܳଵଶ
ᇱ



ଵଶܣ
'ଶܥܥ̅

ଶܥ'ഥܦ
ଶଶܣ

തܤ

ഥܦ'ܥ̅

ഥܦഥ'ܦ

 ⎠

⎞

= ݎܽ ݊݇

⎝

⎛

−ܣ̅ തܳܤ ଶଶ
ିଵܳଵଶ

ᇱ − ܫߣ

ܳଵଵ− ܳଵଶܳଶଶ
ିଵܳଵଶ

ᇱ




ଵଶܣ
'ଶܥܥ̅

ଶܥ'ഥܦ
ଶଶܣ

തܤ

ܳଵଶ
ܳଶଶ
 ⎠

⎞

= ݎܽ ݊݇ ൮

−ܣ̅ തܳܤ ଶଶ
ିଵܳଵଶ

ᇱ − ܫߣ

ܳଵଵ− ܳଵଶܳଶଶ
ିଵܳଵଶ

ᇱ







ଶଶܣ



ܳଶଶ


൲

= ݎܽ ݊݇ ቆ
−ܣ̅ തܳܤ ଶଶ

ିଵܳଵଶ
ᇱ − ܫߣ

ܳଵଵ− ܳଵଶܳଶଶ
ିଵܳଵଶ

ᇱ
ቇ+ ݎܽ ݊ (݇ܳଶଶ) + ݎܽ ݊ (ଶଶܣ݇)

= + +ݎ ݊− = ݊+ .ݎ ∎

Teorema 5.7 Jika sistem singular [ܦ,ܥ,ܤ,ܣ,ܧ] dalam (3) terkontrol impuls dan memenuhi (15),

(16) dan (17), maka Ω mempunyai kontrol optimal tunggal.



Bukti:

Misalkan hipotesis teorema 5.7 berlaku. Maka berdasarkan syarat eksistensi dan

ketunggalan kontrol optimal masalah Ωଵ seperti yang diberikan dalam bagian 2.2, Ωଶ

mempunyai kontrol optimal tunggal ,∗ݑ dimana ∗ݑ memenuhi persamaan (15), (16) dan

(17). Dari transformasi (7) dan relasi (9) diperoleh

൬
(ݐ)∗ݔ
(ݐ)∗ݑ

൰= ൬
ܰ 
 ܫ

൰ቌ

1ݔ
(ݐ)∗

2ݔ
(ݐ)∗

(ݐ)∗ݑ
ቍ

= ൬
ܰ 
 ܫ

൰ቌ

1ݔ
(ݐ)∗

22ܣ−
1ݔ21ܣ1−

(ݐ)∗ − 22ܣ
ݑ2ܤ1−

(ݐ)∗

(ݐ)∗ݑ

ቍ

= ൬
ܰ 
 ܫ

൰ቌ

ܫ 

22ܣ−
21ܣ1− 22ܣ−

2ܤ1−

 ܫ

ቍ൬
1ݔ
(ݐ)∗

1ݔܮ−
(ݐ)∗

൰

= ൬
ܰ 
 ܫ

൰൮

ܫ

22ܣ−
21ܣ1− + 22ܣ

ܮ2ܤ1−

____________________
ܮ−

൲ 1ݔ
.(ݐ)∗ ∎

VI. MATLAB CODE

This CODE is to find the optimal control-state pair of the LQ control problem subject to
singular continuous time invariant
==============================================================
%Input the matrices E,A,B,C,D of appropriate dimension
%Observe the rank(E), the number of column of B and the number of column of C
n = size(E,1)
p=rank(E)
r=size(B,2)
q=size(C,1)
%Determination of Singular value Decomposition of the Matrix E
[M,S,N] = svd(E)
MEN=M*E*N
MAN=M*A*N
A11 = MAN(1:p,1:p)
A12 = MAN(1:p,(p+1):n)
A21 = MAN((p+1):n,1:p)
A22 = MAN((p+1):n,(p+1):n)
MB=M*B



B1=MB(1:p,1:r)
B2=MB(p+1:n,1:r)
CN=C*N
C1=CN(1:q,1:p)
C2=CN(1:q,(p+1):n)
A22B2=[A22 B2]
%Verify whether rank [A22 B2]=number of row of [A22 B2]
%If yes, to becontinued
%If no, to be stop (because the sistem uncontrollable impulse)
s1 = size(A22B2,1)
s=rank([A22 B2])
%Check singularity(positive definite) of the transformed system
%If test=test1, test2=test3 then continue
test=rank([A22 B2;C2 D])
test1=n-p+r
test2=rank([zeros(n,n) E zeros(n,r);E A B;zeros(q,n) C D])
test3=n+p+r
%Choose the matrix W as follows:
W=null([A22 B2])
Check=[A22 B2]*W
W1=W(1:n-p,1:r)
W2=W(n-p+1:n-p+r,1:r)
%Determine the generalized invers of [A22 B2]
PseudoinversA22B2=pinv([A22 B2])
Abar=A11-[A12 B1]*PseudoinversA22B2*A21
Bbar=[A12 B1]*W
Cbar=C1-[C2 D]*PseudoinversA22B2*A21
Dbar=[C2 D]*W
Q11=Cbar'*Cbar
detQ11=det(Q11)
Q12=Cbar'*Dbar
Q22=Dbar'*Dbar
detQ22=det(Q22)
Q=[Q11 Q12;Q12' Q22]
detQ=det(Q)
%Test for imlementation of LQR tools
%det(Q11-Q12*inv(Q22)*transpose(Q12))=0
det(Q11-Q12*inv(Q22)*Q12')
c_stab=eig(Abar)
%stability1=p
%stability2=n
stability1=rank([Abar-11*eye(p) Bbar])
stability2=rank([A-11*E B])
d_detect=eig(Abar-Bbar*inv(Q22)*Q12')
%detectability1=p
%detectability2=n+r



detectability1=rank([Abar-Bbar*inv(Q22)*Q12'-3.7096*eye(p);Q11-
Q12*inv(Q22)*Q12'])
detectability2=rank([A-3.7096*E B;C D])
[L,P,e] = lqr(Abar,Bbar,Q11,Q22,Q12)
detP=det(P)
ARE=Abar'*P+P*Abar+Q11-(P*Bbar+Q12)*inv(Q22)*(P*Bbar+Q12)'
incondition=[eye(p) zeros(p,n-p)]*M*[1;2;0;0]
koef=Abar-Bbar*L
lambda = eig(koef)
[x11,x12] = dsolve('Dx11=-9.3044*x11-9.1776*x12, Dx12 =4.7518*x11+4.0852*x12',
'x11(0) = 1, x12(0) = 2')
Simplify these results by the following way:
digits(6)
simplify(vpa(x11))
simplify(vpa(x12))
v=-L*[x11;x12]
v1=transpose(v)
Objective=int([x11 x12 v1]*Q*[x11;x12;v],0,inf)
Joptimum=eval(Objective)
x1=N*[eye(p);gamma1-W1*L]*[x11;x12]
u1=(gamma2-W2*L)*[x11;x12]
%Simplify these results by the following way:
digits(6)
x=vpa(x1)
u=vpa(u1)
%=============Construction into Feedback form
K2=[1 0;3 1]
r1=rank(A22+B2*K2)
r2=det(A22+B2*K2)
K1=(gamma2-W2*L)-K2*(gamma1-W1*L)
controlfeedback=K1*[x11;x12]+K2*x2

VII. KESIMPULAN DAN SARAN

Dari hasil yang diperoleh dalam bagian V dapat disimpulkan bahwa terdapat

pasangan kontrol-keadaan optimal (∗ݔ,∗ݑ) ∈ ࣛ ௗ yang memenuhi

(ݔ,∗ݑ)ܬ = min൫௨(.),௫(.)൯∈ࣛ ೌ
.)ݑ)ܬ ,(ݔ,(

dengan (∗ݔ,∗ݑ) diberikan sebagai berikut:

൬
(ݐ)∗ݔ
(ݐ)∗ݑ

൰= ൬
ܰ 
 ܫ

൰൮

ܫ

22ܣ−
21ܣ1− + 22ܣ

ܮ2ܤ1−

____________________
ܮ−

൲ 1ݔ
.(ݐ)∗



Ada beberapa perluasan dari masalah yang dikemukakan dalam penelitian ini, yaitu

1. Konstrain dalam penelitian ini adalah sistem singular kontinu invarian waktu.

Bagaimana bentuk perluasan dari teori yang diajukan dalam penelitian ini, jika

konstrain merupakan sistem singular diskrit.

2. Bagaimana pula bentuk perluasan tersebut jika konstrain merupakan sistem

singular varian waktu

Dua hal ini perlu kami sarankan untuk pengembangan penelitian di masa datang.
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