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RINGKASAN DAN SUMMARY

Laporan hasil Penelitian Fundamental ini merupakan laporan untuk tahun terakhir dari dua
tahun usulan penelitian yang digjukan. Oleh karena itu pada laporan hasil ini akan disampaikan
tentang hasil akhir dari Masalah Kontrol Kuadratik Linier Positif Terkendala Sistem Singular
Kontinu Invarian Waktu.

Untuk kesederhanaan, misakan R™ menyatakan himpunan vektor-vektor riil yang
terdiri atas n komponen, R™ ™ menyatakan himpunan matriks-matriks riil berukuran
m X n, Cy[RP] menyatakan ruang fungsi kontinu dengan domain [0,0), [E,A,B,(C]
menyatakan sistem singular kontinu invarian waktu,  menyatakan transpose dan |
menyatakan matriks identitas dengan dimensi yang sesuai.

Beberapa hasil telah diperoleh, seperti sistem kontrol linier standar yang ekivalen
dengan sistem singular positif asal. Proses mendapatkannya adalah dengan menggunakan
teorema Dekomposisi Singular yang telah tersedia dalam literatur aljabar linier. Himpunan
pasangan kontrol-keadaan dari masalah kontrol kuadratik linier positif terkendala sistem
singular positif juga telah dikonstruks. Suatu pemetaan bijektif yang akan
mentransformasikan masalah kontrol kuadratik linier positif terkendala sistem singular kontinu
invarian waktu menjadi masalah kontrol kuadratik linier standar juga telah didapatkan.

Syarat perlu dan cukup agar matriks pembobot dalam fungsional biaya positif definit juga
telah didapatkan yang tertuang dalam teorema 5.4. Dalam teorema 5.5 kami sgjikan syarat perlu
dan cukup agar pasangan (A, B) dapat distabilkan, dan teorema 5.6 menyatakan syarat perlu dan
cukup agar pasangan (A — BQ3}Qi,, Qi1 — Q1,0540Q;,) terdeteksi. Ketiga teorema ini
dibuktikan secara detil. Sebagai hasil utama dari penelitian ini adalah teorema 5.7 yang juga
dibuktikan secara detil.

Dari hasil penelitian ini diperoleh kesimpulan bahwa terdapat pasangan kontrol-
keadaan optimal (u*, x*) € A,4 yang memenuhi
JW*, xo) = min(u(.),x(.))eﬂad](u(' ), Xo),
Dengan (u*, x*) diberikan sebagai berikut:

* )i 0
(§§§§)=(’X 10) é %i x5 (b).



Kami menyarankan bahwa ada beberapa pertanyaan terbuka yang dapat
dijadikan pengembangan riset untuk masa datang, yaitu bagaimana bentuk perluasan
dari teori yang digjukan dalam penelitian ini, jika konstrain merupakan sistem singular
diskrit, dan bagaimana pulajika konstrain merupakan sistem singular varian waktu.
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|. PENDAHULUAN

Perhatikan sistem kontrol linier kontinu invarian waktu berikut ini:
Ex(t) = Ax(t) + Bu(t), x(0) =xp, t =0
(&) = Cx(t) + Du(t), (1)
dimana E, A € R™", matriks E diperbolehkan singular, B € R™*", C € R?*",D € R?*",
x(t) € R™ adaah variable (vektor) keadaan, u(t) € R" adalah variabel kontrol (input),
y(t) € R? adalah variabel output dan t menyatakan waktu. Dalam hal ini simbol
R™™ menyatakan himpunan matriks-matriks riil berukuran nx m, dan R™ menyatakan
himpunan vektor-vektor riil yang terdiri atas n komponen. Jika matriks E non singuar,
maka sistem (1) dapat ditulis menjadi
x(t) = Ax(t) + Bu(t), x(0) =x,, t =0
y(©) = Cx(t) + Du(),
dimana A = E~'A,B = E~'B. Sistem terakhir ini merupakan sistem kontrol linier klasik
dan dapat dikatakan sebagai perumuman dari sistem singular (1). Sistem (1) sering disebut
sebagal sistem singular kontinu invariant waktu (Verghese et al., 1981) dan secara
sederhana, ditulis sebagai [E, A, B, C, D].
Sistem [E, A, B, C, D] didefinisikan sebagai sistem singular positif jika untuk semua
t € R, berlaku x(t) = 0 dan y(t) = 0, untuk sebarang kontrol u(t) > 0 dan sebarang
syarat awal konsisten x, > 0.
Masalah kontrol kuadratik linier positif terkendala sistem singular kontinu invarian
waktu adalah masalah menemukan pengontrol positif stabil yang memenuhi sistem

singular positif [E, 4, B, C] dan meminimumkan fungsi biaya kuadratik berikut ini:

[oe)

JGxoru) = f Y (©y(®) dt, @

0
Dengan asumsi bahwa rank E = p < n dan sistem singular [E,A,B,C,D] adaah
regular, yaitu det(sk — A) # 0 untuk suatu s € R, maka masalah yang akan diteliti
adalah bagaimana cara mendapatkan vektor kontrol u(t) € R", dengan u(t) adalah positif



dan stabil asimtotik, yang memenuhi sistem singular positif [E,A,B,C,D] dan
meminimumkan fungsi biaya kuadratik seperti yang tersebut pada persamaan (2) 7

Masaah kedua dalam penelitian ini adalah bagaimana bentuk syarat cukup yang menjamin
eksistens dan ketunggalan pengontrol positif stabil tersebut?

1. TINJAUAN PUSTAKA

2.1. Sistem Kontrol Linier Kontinu Invarian Waktu
Perhatikan sistem kontrol linier kontinu invarian waktu berikut ini:

x(t) = Ax(t) + Bu(t), x(0) =x, t =0

y() = Cx(v), @
dimana A € R™", B € R™7,C € R?”*", x(t) € R" adalah variabel (vektor) keadaan,
u(t) € R" adalah variabel (vektor) kontrol, y(t) € R? adalah variabel (vektor) output dan
t menyatakan waktu. Secara sederhana, sistem (1) sering ditulis sebagai [ 4, B, C]. Sistem
ini sering dijumpai dalam aplikasi karena sistem (1) merupakan model standar untuk
beberapa permasal ahan, terutama dalam bidang enginering, biologi, ekonomi dan lain-lain
(Chen, 1999).

2.2. Masalah Kontrol Kuadratik Linier Klasik

Dalam beberapa literatur diantaranya Athan et al. (1966) dan Anderson et al. (1990),
disebutkan bahwa masalah kontrol kuadratik linier klasik adalah masalah menentukan
vektor kontrol u(t) € R”, dengan u(t) stabil asimtotik, yang memenuhi sistem [4, B, C]

dan meminimumkan fungsi biaya kuadratik (index performance):
Jro) = [ (& (©0x(0) + W' (Rt )
0

dengan Q adalah matriks simetris semidefinit positif dan R adalah matriks definit positif.
Dengan asumsi bahwa sistem [ A, B, C] stabil asimtotik dan pasangan [4, Q] terdeteksi,
maka ekspres eksplisit untuk kontrol u(t) € R™ yang merupakan solusi untuk
permasal ahan ini adalah sebagal berikut:

u*(t) = —Kx*(t)



dimana K = R™'BTP, dan P adalah solusi semidefinit positif tunggal dari persamaan
aljabar Riccati:

PA+A"P+Q —PBR'BTP = 0.
Selanjutnya, matriks feedback A — BK adalah stabil dan nilai minimum dari J (x,, u) adalah
xIPx, (Anderson et al., 1990).

2.3. Masalah Kontrol Kuadratik Linier Positif

Perlu diperhatikan bahwa kontrol ©*(t) yang diperoleh dalam bagian 2.2 tidak selalu
bernilai positif. Dalam beberapa aplikasi, kadang-kadang diinginkan bahwa kontrol u(t)
ini hanya bernilai positif sgja. Fenomena seperti ini sering dijumpai dalam pemodelan
masalah ekonomi, misalnya kuantitas seperti investas dan pajak selalu bernilai positif.
Selain itu pemodelan dari masalah transpor polutan dan populasi juga memerlukan
variable-variabel yang bernila positif. Fenomena-fenomena seperti ini juga memenuhi
sistem [ A, B,C] dimana matriks A, B, C dan vector-vektor x(t),u(t) dan y(t) adalah
positif. Sistem kontrol linier positif merupakan topik penelitian yang berkembang pesat
dewasaini.

Dalam Laabiss et al. (2006) disebutkan bahwa: “sistem [ 4, B, C] dikatakan positif
jika untuk semua syarat awal x, = 0 dan untuk semua fungs kontrol kontinu piecewise u,
dengan u(t) = 0 untuk semuat > 0, makafungs keadaan dan output adalah positif, yakni
x(t) = 0 dan y(t) = 0 untuk semuat = 0".

Masalah kontrol kuadratik linier positif adalah masalah menentukan vektor kontrol
u(t) € R”, dengan u(t) stabil asimtotik, yang memenuhi sistem positif [A4, B,C] dan
meminimumkan fungsi biaya kuadratik (2). Laabiss et al. (2006) juga menyebutkan bahwa
tidak semua teori untuk masalah kontrol kuadratik linier klasik berlaku untuk masalah
kontrol kuadratik linier positif. Sehingga studi mengenai sistem positif selalu dilakukan
secara tersendiri tanpa mengaitkan dengan sistem klasik. Kaczorek (1999) menunjukkan
bahwa ketercapaian dan keterkontrolan sistem kontrol linier positif tidak invarian terhadap
feedback keadaan. Selain itu, syarat cukup untuk eksistensi dari realisasi positif dengan
sgiumlah tunda fungsi transfer juga dikemukakan oleh Kaczorek (2006). De Leenheer et al.
(2001) mengajukan syarat perlu dan cukup untuk menyel esaikan masalah kestabilan sistem
linier positif dengan menggunakan feedback keadaan affin. Baru-baru ini, Kaczorek (2007)



mengemukakan kriteria uji terbaru untuk ketercapaian dan keterobservasian sistem diskrit
linier positif. Uji ini tidak memerlukan pemeriksaan syarat rank dari matriks ketercapaian
dan matriks keterobservasian. Selain itu, perilaku asimtotik dari trajektori sistem positif
kontinu juga dikemukakan oleh Santesso et al. (2007) dengan memperkenalkan beberapa

konsep baru mengenai teori matriks nonnegatif dan matriks Metzler.

2.4. Sistem Singular Kontinu Invarian Waktu
Sebaga perumuman dari sistem kontrol linier klasik (1), perhatikan sistem berikut ini:
Ex(t) = Ax(t) + Bu(t), x(0) =xp, t =0
() = Cx() + Dut), ®)
dimanaE € R™ ™ dan diperbolehkan singular. Jika matriks E nonsingular maka sistem (2)
dapat direduksi menjadi sistem kontrol linier klasik (1). Sistem kontrol linier (2) sering
disebut sebagai sistem singular kontinu invarian waktu, dan aplikasinya dalam ilmu
rekayasa pertama kali diperkenalkan oleh Verghese et al., (1981). Berbeda dengan sistem
kontrol linier klasik yang mempunyai penyelesaian tunggal untuk setiap syarat awal, sistem
singular mungkin mempunyai banyak penyelesaian, bahkan mungkin pula tidak memiliki
penyelesaian sama sekali. Sistem kontrol singular mempunyai penyelesaian tunggal jika
det(sE — A) # 0 untuk suatu s € R dan untuk setiap syarat awal admisibel (Verghese et
al., 1981).

Beberapa laporan terbaru yang mempertimbangkan kepositifan dari sistem kontrol
singular (2) telah dikemukakan oleh beberapa pengarang. Zhang et al. (2002)
mengemukakan tentang redlisas positif dari sistem singular kontinu berdasarkan
persamaan aljabar Riccati diperumum. Herrero et al. (2006) mengemukakan syarat cukup
yang menjamin eksistensi feedback keadaan sedemikian sehingga sistem lup tertutup
adalah nonnegative. Selain itu, Virnik (2006) membuat analisis kestabilan sistem singular
kontinu dan diskrit.

Masalah kontrol kuadratik linier terkendala sistem singular dengan berbagal bentuk
variannya telah dikemukakan oleh beberapa pengarang, diantaranya Cobb (1983),
Katayama et al. (1992), Muller (2003), Muhafzan (2006a), Muhafzan et al. (2006b),
Muhafzan (2008) dan banyak lagi referensi lainnya. Dalam semua literatur yang disebutkan
terakhir ini semuanya membicarakan masalah kontrol kuadratik linier terkendala sistem



singular (2) yang bersifat umum dan tidak meninjau secara khusus masal ah kepositifannya,
padaha masalah kepositifan ini sangat penting bailk dari sisi teori maupun dari Sis
aplikasinya. Dari sisl teorinya, tidak semua teori masalah kontrol kuadratik linier umum
terkendala sistem singular berlaku untuk masalah kontrol kuadratik linier positif terkendala
sistem singular, sebagaimana yang terjadi pada masalah kontrol kuadratik linier positif
klasik. Oleh karena itu masalah kontrol kuadratik linier positif terkendala sistem singular
memerlukan perlakuan secara khusus dan terpisah dari masalah kontrol kuadratik linier
umum terkendala sistem singular, dan ini merupakan fenomena baru dalam teori optimisasi
dan kontrol.

III. TUJUAN DAN MANFAAT PENELITIAN

3.1. Tujuan Penelitian
Penelitian ini bertujuan untuk menentukan syarat cukup yang menjamin eksistensi

dan ketunggalan pengontrol positif stabil.

3.2. Manfaat Penelitian

Pada dasarnya, masalah yang dikemukakan dalam penelitian ini merupakan
model matematika yang muncul dalam pemodelan permasalahn nyata dalam
rekayasa, bologi, ekonomi dan bidang-bidang lainnya. Jadi, penelitian ini sangat
bermanfaat dalam mendukung proses pencarian solusi masalah-masalah
pemodelan yang modelnya berbentuk masalah optimisasi seperti yang
dikemukakan di atas. Selain itu, hasil ini memberikan kontribusi penting dalam

matematika terapan, khususnya bidang kontrol optimal.

IV. METODE PENELITIAN

Pada dasarnya penelitian ini merupakan studi kepustakaan untuk memperluas teori
yang sudah ada sebelumnya.
Adapun langkah-langkah untuk mendapatkan pengontrol positif stabil yang dimaksud
adalah sebagai berikut:
1. Definisikan himpunan pasangan keadaan-kontrol admisibel untuk masalah kontrol



optimal kuadratik linier positif untuk sistem singular, dan buktikan bahwa himpunan ini
merupakan suatu ruang vektor.

2. Gunakan metoda faktorisasi nilai singular untuk mendapatkan suatu sistem kontrol linier
klasik positif yang ekivalen terbatas dengan sistem singular positif.

3. Dengan menggunakan hasil pada langkah 2 akan diperoleh suatu masalah kontrol
kuadratik linier klasik positif yang baru.

4. Definiskan himpunan pasangan keadaan-kontrol admisibel untuk masalah kontrol
optimal kuadratik linier positif pada langkah 3, dan buktikan bahwa himpunan ini juga
merupakan suatu ruang vektor.

5. Konstruks suatu transformasi linier bijektif yang menunjukkan bahwa masalah kontrol
kuadratik linier positif pada langkah 3 ekivalen dengan masalah kontrol kuadratik linier
positif terkendala sistem singular semula. Sifat bijektif pada langkah ini disgjikan dalam
suatu lemma dan perlu dibuktikan secararinci.

6. Dapatkan pengontrol optimal positif stabil untuk masalah kontrol kuadratik linier positif
pada langkah 3 dengan menggunakan metoda yang dikemukakan oleh Laabissi (2006).

7. Subtitusikan pengontrol positif stabil pada langkah 6 ke dalam transformasi linier bijektif
pada langkah 5 untuk mendapatkan pengontrol optimal positif stabil dari masalah
kontrol kuadratik linier positif untuk sistem singular invarian waktu semula.

8. Sgiikan hasil-hasil ini ke dalam suatu teorema yang menjamin eksistens pengontrol
optimal positif stabil dari masalah kontrol kuadratik linier terkendala sistem singular
invarian waktu semula,

9. Mengkonstruksi program komputer dalam bahasa Matlab untuk menguji validitas
pengontrol optimal untuk kasus-kasus sederhana.

V.HASIL DAN PEMBAHASAN

Sebelum sampai kepada pembahasan, terlebih dahulu akan disgikan beberapa fakta yang
berguna dalam rangka mendapatkan hasil utama. Teorema berikut merupakan alat penting
dalam aljabar linier yang mendekomposisikan suatu matriks berdasarkan nilai-nilai

singularnya, dan sangat populer disebut teorema Dekomposisi Nilai Singular (SVD).



Teorema 5.1 Jika A € R™*", maka terdapat matriks orthogonal U € R™*™, |V € R™*"

dan suatu matriks orthogonal £ € R™*" sedemikian sehingga

A=U(§ g)v'

dimana X = diag (64,0, ...,0,) dengan o; = 0, = ... = g, = 0.

Bilangan o4, 03, ..., 0, bersama-sama dengan o,.1 =0, ...,0, = 0 disebut nilai singular

dari matriks A yang merupakan akar positif dari nilai eigen matriks A A.

Definisi 5.2 Dua sistem (E,A,B,C,D) dan (E,A,B,C,D) dikatakan sistem ekuivalen
terbatas, ditulis (E,A,B,C,D)~(E,A,B,C,D), jika ada matriks nonsingular M € R™*™
dan N € R™" sedemikian sehingga

MEN = E,MAN = A,MB = B,dan CN = C.

Definis 5.3 Dua masalah kontrol optimal dikatakan ekuivalen jika ada suatu bijeksi
antara himpunan pasangan kontrol-keadaan admisibel dari kedua masalah, dan biaya

dari kedua masalah kontrol optimal bernilai sama.

Definisi 5.3 memperlihatkan sifat refleksif, simetri dan transitif dari suatu relasi ekuivalen,
sehingga dua masalah kontrol optima akan mempunya penyelesaian, ketunggalan
penyelesaian dan biaya optimal yang sama Sifat ini memperlihatkan bahwa untuk
menyelesaiakan suatu masalah kontrol optimal dapat dilakukan dengan menyelesaikan
masal ah kontrol optimal yang ekivalen terbatas dengannya.

5.1 Konstruks Kedalam Bentuk Ekuivalen

Misalkan rank E = p = min{m,n}, maka menurut teorema SVD 5.1 ada matriks
nonsingular M € R™™ dan N € R™*" sedemikian sehingga

MEN:(’P 0) (6)
0 0
Selanjutnya misalkan
_ (A1 Ar _ (B1 _ 1. _ (%1
MAN = (A21 Azz)’ MB = <Bz)’ CN=(C; C) dan N~'x = (xz) @)



dimana 4,; € RP*P, A, € RP*P) 4, € RP*XP 4, € RmP*-p) B €
RPX", B, € R=P*T ¢, € RI*P, C, € R¥*(™P) x, € RP dan x, € R™P), Oleh
karenaitu, untuk suatu keadaan awal admisibel x, € R", sistem (3) ekuivalen terbatas
dengan sistem berikut ini:
%1(t) = Ay121(8) + A12x5(8) + Byu(t), x1(0) = x50 € RP
0 = Az121(t) + Az2%2(8) + Bau(t) 8
y(t) = C1x1(t) + Cox,(t) + Du(t)
dimana x;0 = (I, 0)Mx,. Dengan asums bahwa matriks A4,, punya invers, maka
persamaan kedua dari persamaan (10) dapat ditulis menjadi
X, (t) = —Az; Az1,(t) — AZ; Byu(t). ©)
Dengan mensubtitusikan x,(t) kedalam persamaan pertama dan ketiga dari persamaan

(10), makadiperoleh suatu masalah kontrol kuadratik linier standar sebagai berikut:

minim;Jm J, (xo, ) (10)
. u,xq
et kendala  x,(t) = Ax;(t) + Bu(t), x,(0) = x;y € RP

y(t) = Cx; () + Du(t) (11)
dimana

(x1(t)>l <Q11 Q12> (x1(t)> dr
u(t) Q2 Q2 u(t) '
Ay — ApA3; Ay,
By — A1,43; B,
C =C, — CA33 A5
D =D — C,A3;B,
Q11 = (C; — CzAgzlA21)l(C1 - C2A§21A21)
Q12 = (C; — C2A§21A21)'(D - CzAglez)
Q2 = (D — C2A§21A21)'(D - CzAglez)
Selanjutnya definisikan himpunan pasangan kontrol-keadaan dari masalah Q; sebagai
berikut:

J1(xp,u) =

n C——g

so]}
Il

Asqa = {(w,x))|u € CF[R7], x; € CF[RP] memenuhi (11) dan J;(u(.), x;0) < o0}
Berdasarkan definis 5.2 dengan mudah dapat dibuktikan bahwa Q; ekuivalen terbatas dengan Q.



5.2 Eksistens dan Ketunggalan Kontrol Optimal
Dalam bagian 5.1 telah dikonstruksi suatu masalah kontrol kuadratik linier yang ekuivalen
dengan masalah kontrol kuadratik linier semula. Oleh karena itu untuk mengkonstruksi
syarat eksistensi dan ketunggalan kontrol optima masalah Q, cukup menggunakan syarat
eksistens dan ketunggalan kontrol optimal masalah Q, seperti yang diberikan dalam
bagian 2.2, yaitu jika Q,; > 0, pasangan (Q11 ~ Q12077 Q120 A- B_)Qz_leiz) terdeteksi
dan pasangan (4, B) stabil asimtotik, maka ©; mempunyai kontrol optimal tunggal u*
yang diberikan oleh
u* = —Lxj, (12)
dimanakeadaan x; adalah solusi persamaan diferensial
%, (t) = (A — BL)x,(t), x,(0) = x4 (13)
dengan L = Q;2(Qi, + B'P), dan P adaah solus semidefinit positif tunggal dari
persamaan aljabar Riccati
AP +PA+ Qi — (PB+Q12)Q: (PB+Qy3) =0 (14)
dimana Re A < 0 untuk setiap nilai eigen A dari matriks A — BL. Tetapi mungkin
Q.2 = 0, jadi perlu dibuat syarat perlu dan cukup yang menjamin agar Q,, > 0. Selain itu,
diperlukan juga membuat syarat perlu dan cukup agar pasangan (4, B) stabil asimtotik
dan pasangan (/I ~ BQ3; Q12 Qi1 — Q12Q2_21QI12) terdeteksi.

Teorema 5.4 Pernyataan berikut ekuivalen:
(i) Q2>0

(i). rank (ACZZZ %) =p+r
0 E O

(iii). rank (E A B) =3p+r (15)
0 C D

Bukti:

(i)  (ii) KarenaQ; = (D — C,A73A21) (D — C;A3}B,) € R™", maka
Q22 > 0 & rank (D — C,A73A,) =7
Az

Karenamatriks ( 0

IO> non singular, maka
r



)t B)CE )
rank ( G, D)~ rank ¢, D 0 I

I, B I, 0
= rank (CzAgzl D) = rank (CzAgzl D - CzAgle)
I, 0 »
= rank (0 D— CzAglez) =p +rank (D — C,A3;B,)

=p+r.
(ii) & (iii) Dengan mudah dapat diperiksa bahwa

0 E O /M 0 0 0 FE OAN/N O O
rank <E A B> = rank <0 M 0><E A B)(O N 0)]
0 C D \o o 1,/J\o ¢ p/\o o I

[ N 0 O
= rank (ME MA MB) (0 N 0)]
I 0 0 I,

0 MEN 0
MEN MAN MB
0

CN D
Ip 0
0
Agy Alz 31

A21 AZZ BZ
C1 CZ D

= rank

T~
o o

oo
cococoocoo

~
=

= rank

oot oo
cococoocoC
cocococo

o

[\]

[\S]

_ Az, By
=2p+ rank(c2 D)
=3p+r. nm

Teorema 5.5 Pasangan (A, B) dapat distabilkan jika dan hanya jika
rank (A—AE B) =n, (16)
untuk setiap A dengan Re 1 > 0.

Bukti:
Daam Anderson dan Moore (1990) disebutkan bahwa pasangan (4 B) stabil simtotik



jikadan hanyajika rank (A —AL, B)=p. Akibatnya
rank (A— AE B) =rank [M(A —AE B) <1(\)[ ?)]
.

= rank (MAN — AMEN MB)

_ rank (All - /1129 A12 Bl)
AZl AZZ BZ

Ay — AppAs Ay — A, Ay, By — A12A521A21>
Ag1 — A4z A Ayy By —ApAz Ay
A—2L, A B
0 Az By — A22A521A21>
A — 2L, B Aqp
0 By — Ag2A33 A A22>
=rank (A—Al, B)+rank(4,;)

= rank <
= rank <

= rank <

=p+(n—p) =n [ |

Teorema5.6 Pasangan (4 — BQ3; @12, Q11 — 01202, Q1) terdeteksi jika dan
hanya jika

rank (A _CAE g) =n+r, (17)

untuk setiap A dengan Re 1 = 0.
Bukti:
Dalam Anderson dan Moore (1990) disebutkan bahwa pasangan
(1‘T - EQz_leiz' Q11— Q1zQz_21QI12)
terdeteks jika dan hanya jika
rank </I = B0z 01z - %Ip> =D
Qll - Q1202—21Q12
untuk semua A dengan Re 1 > 0.
Akibatnya

rank (415 D) =rank (o ) D)o 1)
MAN ~IMEN  MB)

= rank ( CN D



= rank

~

All - /1129 A12 Bl
AZl AZZ BZ
C, c, D

All - Alp A12
= rank Ay Ay,
Gy C;

B, — A1,A7;B,

Ay — A A3 Ay — AL, Ay
= rank Ayy — Ay Az3Ag, Ay By —AyA53B,
Cy — CoA33 Ay C, D—CAz7An
A—2L, A, B A—-2L, A, B
= rank 0 A,, 0 | =rank C C, D
c ¢ D 0 A4, 0
A—-BQyQi,—AM, A, B
= rank C —DQ3;Q1, ¢; D
0 Ay O
0 T = — / D
T2 o \[A-BQHG. -, A B
= rank oD O C —DQ3: Q12 C; D
0 O Ip O AZZ 0
A—-BQxQi— A, A j
ani | €C-CDGRGL € ¢
D'C-D'DQ3;Q;, P2 DD
O AZZ O
A—BQx Qi — A, A B \
= rank | @Qu— Q12032 012 ECZ ¢'D
Q12 — Q22057 01, b'¢; DD /
O AZZ 0
A-BQ;Q,—Al, %42 B
— rank | Qi1 — Q12025 Q12 QCZ Q12
0 D'C; Qg
0 Az 0
A-BQ3Qi,—2, 0 0
= rank Q11 — leQz_leiz 0
0 0 Q22
0 Az O

A - EQz_leiz - Alp
Q11 — Q1207 Q12
=p+r+n—p=n+r. n

= rank (

Teorema 5.7 Jikasistemsingular [E, A, B, C,D] dalam (3) terkontrol impuls dan memenuhi (15),

(16) dan (17), maka Q mempunyai kontrol optimal tunggal.

) + rank(Q,,) + rank(A4,,)

By
B,
D



Bukti:

Misalkan hipotesis teorema 5.7 berlaku. Maka berdasarkan syarat eksistensi dan
ketunggalan kontrol optimal masalah Q; seperti yang diberikan dalam bagian 2.2, Q,
mempunyai kontrol optimal tunggal u*, dimana u* memenuhi persamaan (15), (16) dan
(17). Dari transformasi (7) dan relasi (9) diperoleh

" x1(t)
-G ()

(®)

. 0
I) —Az3 Ay xi(8) — Az Bou™ (t)
’ u*(t)

x1(t)
Azz Az A22132> <—L1x“{(t))

<—A22 Ay + Az BoL

x1(t). =

VI. MATLAB CODE

This CODE isto find the optimal control-state pair of the LQ control problem subject to
singular continuous time invariant

%I nput the matrices E,A,B,C,D of appropriate dimension
%0Observe the rank(E), the number of column of B and the number of column of C
n=size(E,1)

p=rank(E)

r=size(B,2)

g=size(C,1)

%Determination of Singular value Decomposition of the Matrix E
[M,SN] = svd(E)

MEN=M*E*N

MAN=M*A*N

A1l =MAN(L:p,1:p)

A12 = MAN(L:p,(p+1):n)

A21 = MAN((p+1):n,1:p)

A22 = MAN((p+1):n,(p+1):n)

MB=M*B



B1=MB(1:p,1:r)

B2=MB(p+1:n,1:r)

CN=C*N

C1=CN(1:9,1:p)

C2=CN(1.q,(pt1):n)

A22B2=[A22 B2]

%V erify whether rank [A22 B2]=number of row of [A22 B2]
%If yes, to becontinued

%If no, to be stop (because the sistem uncontrollable impul se)
sl =size(A22B2,1)

s=rank([A22 B2])

%Check singularity(positive definite) of the transformed system
%If test=testl, test2=test3 then continue
test=rank([A22 B2;C2 D])

testl=n-p+r

test2=rank([zeros(n,n) E zeros(n,r);E A B;zeros(g,n) C D])
test3=n+p+r

%Choose the matrix W as follows:
W=null([A22 B2])

Check=[A22 B2]*W

W1=W(1:n-p,1:r)

W2=W(n-p+1l:n-p+r,1:r)

%Determine the generalized invers of [A22 B2]
PseudoinversA22B2=pinv([A22 B2])
Abar=A11-[A12 B1]* PseudoinversA22B2* A21
Bbar=[A12 B1]*W

Cbar=C1-[C2 D]* PseudoinversA22B2* A21
Dbar=[C2 D]*W

Q11=Cbar™* Cbar

detQ11=det(Q11)

Q12=Cbar"™* Dbar

Q22=Dbar"™* Dbar

detQ22=det(Q22)

Q=[Q11 Q12;,Q12' Q22]

detQ=det(Q)

%Test for imlementation of LQR tools
%det(Q11-Q12*inv(Q22)* transpose(Q12))=0
det(Q11-Q12*inv(Q22)* Q12)

c_stab=eig(Abar)

Y%stabilityl=p

Y%stability2=n

stabilityl=rank([Abar-11* eye(p) Bbar])
stability2=rank([A-11*E B])
d_detect=eig(Abar-Bbar*inv(Q22)* Q12"
%detectabilityl=p

Y%detectability2=n+r



detectabilityl=rank([ Abar-Bbar*inv(Q22)* Q12'-3.7096* eye(p); Q11-
Q12*inv(Q22)*Q121)
detectability2=rank([A-3.7096*E B;C D])

[L,P,e] = Igr(Abar,Bbar,Q11,Q22,Q12)

detP=det(P)

ARE=Abar* P+P* Abar+Q11-(P* Bbar+Q12)* inv(Q22)* (P* Bbar+Q12)'
incondition=[eye(p) zeros(p,n-p)]*M*[1;2;0;0]
koef=Abar-Bbar* L

lambda = eig(koef)

[x11,x12] = dsolve('Dx11=-9.3044*x11-9.1776*x12, Dx12 =4.7518*x11+4.0852* x12',
'x11(0) = 1, x12(0) = 2)

Simplify these results by the following way:

digits(6)

simplify(vpa(x11))

simplify(vpa(x12))

v=-L*[x11;x12]

v1=transpose(v)

Objective=int([x11 x12 v1]* Q*[x11;x12;Vv],0,inf)
Joptimum=eval (Objective)
x1=N*[eye(p);gammal-W1*L]*[x11;x12]
ul=(gamma2-W2*L)*[x11;x12]

%Simplify these results by the following way:
digits(6)

x=vpa(x1)

u=vpa(ul)

% Construction into Feedback form
K2=[10;3 1]

rl=rank(A22+B2*K2)

r2=det(A22+B2*K2)

K1=(gamma2-W2*L)-K 2* (gammal-W1*L)
controlfeedback=K 1*[x11;x12]+K 2*x2

VII. KESIMPULAN DAN SARAN

Dari hasil yang diperoleh daam bagian V dapat disimpulkan bahwa terdapat
pasangan kontrol-keadaan optimal (u*, x*) € A, yang memenuhi
J(W*, x0) = min(u(,),x(,))ecﬂad](u(- ), Xo),
dengan (u*, x*) diberikan sebagai berikuit:
IP

x'(OY_ (N O\[ —4zl4, + Az)B,L | .-
(u*(t))‘(o n) .

—L



Ada beberapa perluasan dari masalah yang dikemukakan dalam penelitian ini, yaitu

1. Konstrain dalam pendlitian ini adalah sistem singular kontinu invarian waktu.
Bagaimana bentuk perluasan dari teori yang digukan dalam pendlitian ini, jika
konstrain merupakan sistem singular diskrit.

2. Bagamana pula bentuk perluasan tersebut jika konstrain merupakan sistem
singular varian waktu

Dua hal ini perlu kami sarankan untuk pengembangan penelitian di masa datang.
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